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Glava 1

Uvod

Nasto�wi�t disertacionen trud e posveten na zadaqata za s�-
westvuvane na diza�ni v proektivni koordinatni geometrii nad
kra�ni veri�ni pr�steni. Tezi geometrii sa izvestni kato geo-
metrii na �elmslev. Izuqavaneto im zapoqva owe v naqaloto
na XX vek ot datski� matematik �ohanes �elmslev, no seriozen
napred�k v razbiraneto im e napraven s rabotite na Barbi-
lian, Klingenberg, Artman [1, 2, 3, 54, 55]

V klasiqeskite koordinatni geometrii koordinatite na toq-
kite sa elementi na pole ili t�lo. P�rvata st�pka v raz-
gle�daneto na geometrii nad pr�steni e napravena ot Korado
Segre prez 1911 g. v [79]. To� razgle�da trimerna proek-
tivna geometri� nad pr�stena na dualnite qisla R[ε] s ε2 = 0,
kakto i nad n�koi drugi razxireni� na R. Po tova vreme ver-
i�ni pr�steni nad realnite qisla veqe sa razgle�dani i v
geometriite na Gr�nveld, Petersen, Wudi i Oskar Kla�n (vi�
literaturata v [81]). Po�v�vaneto im ne e iznenadvawo i veqe
se e sluqilo v mehanikata. V perioda 1929-1949 g. �. �elmslev
predlaga ”po-estestven pogled k�m geometri�ta”, ko�to e v ”po-
toqno s�otvetstvie s fiziqeskata realnost” [31, 32, 33]. Sis-
tematiqno izsledvane na proektivni ravnini nad xirok klas
asociativni pr�steni e predprieto ot D. Barbilian (1940-
1941) [3]. Poluqenata ot nego aksiomatika e neudovletvori-
telna, zawoto e otqasti s geometriqna i otqasti s algebriqna
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priroda, otnas�wa se do koordinatni� pr�sten.

Izsledvani�ta na Segre i �elmslev sa prod�l�eni ot Klin-
genberg [54, 55], Kla�nfeld [53], Dre�k [15, 16, 17], Dembovski
[13] i drugi avtori, koito predstav�t aksiomatika za proek-
tivni i afinni ravnini nad pr�steni na �elmslev i opisvat
osnovnite im svo�stva. Tova sa lokalni pr�steni, udovletvo-
r�vawi n�koi dop�lnitelni uslovi�.

Zadaqata za s�westvuvane, ko�to izsledvame v tozi diserta-
cionen trud, makar i da predstav� qisto geometriqen problem,
se motivira na�-veqe ot vr�zkata s teori� na kodiraneto. V
kra� na XX vek bexe dokazano, qe dve izvestni seme�stva ne-
line�ni kodove – tezi na Kerdok i Preparata [77] – se pred-
stav�t kato dvoiqni obrazi na kodove nad Z4 [71, 26]. S rabotite
na A. A. Neqaev i D�e� Uud [70, 71, 72, 74, 75, 82, 83, 84, 85]
be postaveno naqaloto na izsledvaneto na line�ni kodove nad
kra�ni pr�steni. Po s�woto vreme izsledvaneto na line�ni
kodove bexe sv�razano s tova na specialni mno�estva ot toq-
ki v geometrii na �elmslev. V rabotite na T. Honold i I.
Land�ev bexe dokazana ekvivalentnostta na line�nite kodove
s p�lna d�l�ina nad kra�ni veri�ni pr�steni i multimno�-
estvata ot toqki v koordinatnite geometrii nad tezi pr�steni
[38, 39, 40].

Sluqa�noto mre�ovo kodirane v�znikva ot edna rabota na R.
K~oter i F. Kxixang ot 2008 g. [56]. Neka Fq e kra�noto pole
ot red q i neka Pq(n) e mno�estvoto na vsiqki podprostranstva
na Fnq – vektornoto prostranstvo na vsiqki n-orki nad Fq. Kod
ot podprostranstva Ω s d�l�ina na paketa n nad Fq nariqame
vs�ko neprazno mno�estvo ot elementi na Pq(n). Ekvivalentno,
edin kod ot podprostranstva mo�e da se razgle�da kato mno-
�estvo ot podprostranstva v PG(n−1, q). Kod Ω, v ko�to vsiqki
podprostranstva sa s edna i s�wa razmernost, se nariqa kod s
posto�nna razmernost. Tak�v kod e naprimer:
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Ω =

{(
1 0 0 0
0 1 1 0

)
,

(
0 1 0 0
0 0 1 1

)
,

(
0 0 1 1
1 1 0 1

)
,(

1 0 1 0
0 0 0 1

)
,

(
1 0 0 1
0 1 0 1

)}
Tova e dvoiqen kod ot podprostranstva s posto�nna razmernost
2 i d�l�ina na paketa 4. V s�woto vreme dvumernite podpros-
transtva, porodeni ot redovete na tezi matrici, mogat da se
razgle�dat kato pravi v PG(3, 2). Newo poveqe – tezi pravi
obrazuvat specialna konfiguraci�, nareqena spred ot pravi v
PG(3, 2), t.e. mno�estvo ot pravi koeto predstavl�va razbivane
na toqkovoto mno�estvo na PG(3, 2). Taka vs�ka duma na koda e
prava ot PG(3, 2).

V Pq(n) se v�ve�da specialna metrika, nareqena rangova
metrika, ko�to zadava razsto�ni�ta me�du kodovite dumi na
kod ot podprostranstva. Za U, V ∈ Pq(n) definirame:

dS(U, V ) = dim(U + V )− dim(U ∩ V )

= dimU + dimV − 2 dim(U ∩ V )

= 2 dim(U + V )− dimU − dimV.

Minimalnoto razsto�nie na kod ot podprostranstva se zadava
qrez

dS(Ω) = min {dS(U, V )| U, V ∈ Ω, U 6= V } .

Neka predavaneto na danni se izv�rxva po t.nar. opera-
toren kanal [48] qrez izpozvaneto na kod ot podprostranstva Ω
s d�l�ina na paketa n. Neka pri izprawane na dumata U sa
v�zniknali ρ iztrivani� i t grexki kato v rezultat e poluqena
dumata V . Ako 2(ρ + t) < dS(Ω), to dekoder, rabotew po prin-
cipa za dekodirane v na�-blizki� s�sed (v smis�l na rango-
vata metrika) v�zstanov�va izpratenata duma U . Za kodove
v rangova metrika s�westvuvat analozi na vsiqki klasiqeski
granici kato granicata na sferiqnata opakovka, granicata na
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Sing�lt�n, granicata na D�ons�n, granicata na Varxamov-
D�ilbert i t.n.

Kakto v klasiqeskata teori� na kodiraneto dvete osnovni
posoki na izsledvane sa:

• Konstruirane na optimalni mre�ovi kodove (naprimer s mak-
simalen bro� dumi pri zadadeni drugi parametri).

• S�zdavane na algoritmi za efektivno dekodirane na zadadeni
mre�ovi kodove.

Nasto�wi�t disertacionen trud mo�e da se razgle�da kato pri-
nos k�m p�rvata zadaqa. Interes�t k�m kodove ot podpros-
transtva se po�v�va i predi prilo�enieto im v mre�ovoto kodi-
rane. Zadaqata za namirane i harakterizirane na q-analozi na
klasiqeski kombinatorni konfiguracii e znaqitelno po stara
[66] (Glava 24). Teori� na diza�nite e dobre razvita oblast,
ko�to ima oqevidni vr�zki s teori� na kodiraneto. Mnogo
izvestni kombinatorni rezultati kato teoremite na Xperner
[80] i Erd~ox-Ko-Rado [18] imat svoite q-analozi [23, 47, 66].
V poslednite n�kolko godini izkl�qitelno se uveliqi bro�t
na izsledvani�ta po q-analozi na diza�ni kato n�koi zadaqi se
radvaha na gol�ma popul�rnost – takava e zadaqata za s�west-
vuvane na q-analozi na Wa�nerovi sistemi [8, 19, 20, 22]. Rezul-
tatite ot tazi disertaci� mogat da se razgle�dat i kato pri-
nos k�m tozi kr�g zadaqi, pri koito kra�noto pole se zamen� s
kraen veri�en pr�sten.

Nasto�wi�t disertacionen trud se s�stoi ot uvod, tri glavi
i spis�k na izpolzvanata literatura.

V glava 2 sa v�vedeni osnovnite obekti, izsledvani v tozi
disertacionen trud i sa formulirani n�koi ot po-va�nite re-
zultati, otnas�wi se do t�h. V razdel 2.1 sa v�vedeni veri�-
nite pr�steni s uslovieto tehnite ideali da obrazuvat veriga
po vkl�qvane. Predstaveni sa primeri za n�koi va�ni klasove
veri�ni pr�steni kato pr�stenite na σ-dualnite qisla i pr�-
stenite na Galoa. Formulirana e osnovnata harakterizacionna
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teorema za veri�ni pr�steni, s�glasno ko�to vseki veri�en
pr�sten se predstav� kato faktorpr�sten na pr�sten ot poli-
nomi. Po-natat�k e v�vedeno kanoniqno predstav�ne na elemen-
tite na proizvolen pr�sten, kakto i line�na naredba v�rhu t�h,
ko�to se izpolzva pri komp�t�rnoto predstav�ne na elementite
na takiva pr�steni i v algoritmite za rabota s moduli v glava
3. Izlo�enite definicii sa demonstrirani v�rhu primera na
pr�sten na Galoa s 16 elementa nad F4.

V razdel 2.2 sa izlo�eni n�koi fundamentalni fakti za
moduli nad kra�ni veri�ni pr�steni. Formulirana e osnov-
nata strukturna teorema za moduli nad veri�ni pr�steni, ko�-
to e sledstvie na obwata teorema na Krul-Xmid. Defini-
rani sa pon�ti� kato tip na modul, rang i svoboden rang na
modul, dualen tip. Po-natat�k e izlo�en osnovni�t kombina-
toren rezultat na tozi razdel, opredel�w bro� na podmodulite
ot daden tip µ, s�d�r�awi se v�v fiksiran R-modul ot tip λ.
Tozi bro� se okazva proizvedenie na Gausovi koeficienti. V
kra� na razdel 2.2 e formulirana teorema, ko�to harakterizira
ortogonalni� modul M⊥

R na fiksiran modul RM .

V razdel 2.3 sa predstaveni n�koi va�ni definicii za proek-
tivni geometrii na �elmslev. Tezi geometrii se v�ve�dat po
analogiqen naqin s klasiqeskite geometrii PG(n − 1, q) kato
v definici�ta kra�noto pole Fq se zamen� s veri�en pr�sten
R. Pri zadaden svoboden modul M = RR

n mno�estvoto ot to-
qki se s�stoi ot vsiqki svobodni podmoduli na M ot rang 1,
pravi sa svobodnite podmoduli na M ot rang 2 kato incident-
nost se definira qrez teoretiko-mno�estveno vkl�qvane. Ra-
zlikata s klasiqeski� sluqa� se s�stoi v tova, qe dve toqki
sa incidentni s pone edna prava; dve toqki, koito sa ednovre-
menno incidentni s poveqe ot edna prava se nariqat s�sedni.
Geometriite na �elmslev mogat da se v�vedat i aksiomatiqno.
Izvestno e [57, 58, 59, 60, 61], qe pri opredeleni estestveni
uslovi�, te se koordinatizirat s veri�ni pr�steni. Redica
rezultati za klasiqeski geometrii nad kra�ni poleta imat svoi
analozi za geometrii na �elmslev [67, 68]. V tazi rabota se
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razgle�dat samo koordinatni geometrii na �elmslev.
Relaci�ta na s�sedstvo mo�e da se prod�l�i v�rhu pravi i

v�obwe v�rhu podprostranstva ot proizvolen tip. T� se okazva
relaci� na ekvivalentnost v�rhu podprostranstvata ot edin i
s�wi tip. Klasovete na ekvivalentnost se okazvat dobre struk-
turirani. Te mogat da b�dat vlo�eni v geometrii na �elmslev
nad veri�ni pr�steni s po-nis�k indeks na nilpotentnost. Tozi
va�en strukturen rezultat e formuliran v razdel 2.3.

Originalnite prinosi na disertacionni� trud se s�d�r�at
v glavi 3 i 4.

Glava 3 e posvetena na namiraneto na standartna forma na
matrica nad veri�en pr�sten R. Tozi v�pros e ot gol�ma prak-
tiqeska va�nost poradi neobhodimostta ot efektiven naqin za
predstav�ne na podmodulite na RR

n i operaciite s t�h v komp�-
t�rni presm�tani�. Kazvame, qe matricata A = (aij)k×n, aij ∈ R,
radR = Rθ, e v standartna forma, ako sa izp�lneni uslovi�ta:

(1) aiji = θm−ti , ti ∈ {0, . . . ,m};

(2) ais = θm−ti+1β, β ∈ R, za vs�ko s < ji;

(3) ais = θm−tiβ, β ∈ R, za vs�ko s > ji;

(4) asji ≺ aiji za vs�ko s 6= i (tuk ≺ e leksikografskata naredba,
v�vedena v razdel 2.1);

(5) j1 < j2 < j3 < . . ..

Osnovni�t rezultat tuk se s�d�r�a v slednata teorema:
Teorema 3.3. Za vseki R-modul RM ≤ RR

n s�westvuva edin-
stvena matrica v standartna forma, qiito redove go pora�dat.
Do kra� na glavata sa opisani algoritmi za rabota s moduli.
Te vkl�qvat:

(A) Prive�dane na matrica v standartna forma;

(B) namirane na matrica, pora�dawa obedinenieto na dva za-
dadeni modula;
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(C) proverka dali daden modil U e podmodul na drug modul V .

Sled tova formulirame rezultat, s ko�to se poluqava ortog-
onalni� modul M⊥

R na daden modul RM , poroden ot redovete na
matrica v standartna forma. Ortogonalni�t modul se pora�da
ot redovete na matrica nad R, ko�to e zadadena eksplicitno.
Teorema 3.8. Neka RM e podmodul na RR

n, poroden ot redovete
na matricata A, ko�to ima vida

Ik0 A01 A02 . . . A0,m−1 A0,m

0 θIk1 θA12 . . . θA1,m−1 θA1,m

0 0 θ2Ik2 . . . θ2A2,m−1 θ2A2,m
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . θm−1Ikm−1 θm−1Am−1,m

 .

Togava, M⊥
R se pora�da ot matricata

B =



B0,m B1,m B2,m · · · Bm−2,m Bm−1,m Ikm
B0,m−1θ B1,m−1θ B2,m−1θ · · · Bm−2,m−1θ Ikm−1θ 0
B0,m−2θ

2 B1,m−2θ
2 B2,m−2θ

2 · · · Ikm−2θ
2 0 0

...
...

... . . . ...
...

...
B02θ

m−2 B12θ
m−2 Ik2θ

m−2 · · · 0 0 0
B01θ

m−1 Ik1θ
m−1 0 · · · 0 0 0


,

k�deto km = n− k0 − . . .− km− i

Bij = −(Aij −
∑

1<k<j+1

AikAk,j+1+∑
i<k<l<j+1

AikAklAl,j+1 − · · ·+ (−1)j−i+1Ai,i+1Ai+1,i+2 . . . Aj,j+1)
T .

Po-natat�k sa predstaveni i algoritmi za:

(D) Namirane na ortogonalni� modul M⊥
R na daden modul RM ;

(E) algorit�m za namirane na seqenieto na dva modula RM i
RN ;
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(F) pora�dane na vsiqki podmoduli ot fiksiran tip na daden
modul RM .

Glava 4 e posvetena na namiraneto na neobhodimi i dosta-
t�qni uslovi� za s�westvuvane na spredove v proektivni ge-
ometrii na �elmslev. V razdel 4.1 sa v�vedeni R-analozi
(analozi nad veri�ni pr�steni R) za razliqni tipove diza�ni.
Na�-napred e definiran Grasmanian�t GR(n, κ) kato mno�estvoto
na vsiqki levi podmoduli na RR

n ot tip κ, k�deto κ = (k1, . . . , kn),
m ≥ k1 ≥ . . . ≥ kn ≥ 0. Demonstrirana e vr�zkata me�du R-
pokrivawite diza�ni i Turanovite R-diza�ni (Teorema 4.4).
Namereno e neobhodimo i dostat�qno uslovie za s�westvuvane
na τ-(n, κ, l) diza�ni – analozi na klasiqeskite t-(v, k, λ) diza�ni.
Geometriqnite spredove sa specialen sluqa� na τ-diza�ni s
τ = (m, 0, . . . , 0).

V razdel 4.2 se izsledva v�pros�t za namirane na neob-
hodimi i dostat�qni uslovi� za s�westvuvane na spredove v
proektivni geometrii na �elmslev. V klasiqeski� sluqa� na
spredove ot r-merni podprostranstva v PG(n, q) kombinatornoto
neobhodimo uslovie – bro�t na toqkite v r-merno podprostranst-
vo da deli bro� na vsiqki toqki v PG(n, q) – se okazva i dostat�q-
no. V sluqa� na veri�ni pr�steni situaci�ta e po-slo�na.
Izvestno e, qe v klasiqeski� sluqa� na spredove ot svobodni
podmoduli kombinatornoto neobhodimo uslovie se okazva i do-
stat�qno. Osnovnite rezultati ot tozi razdel se s�d�r�at v
teoremi 4.10–4.12, koito formulirame po-dolu.

Teorema 4.10 Neka R e veri�en pr�sten s d�l�ina m. Ako
s�westvuva λ-spred PHG(RR

n), k�deto λ = (λ1, . . . , λn), λ1 ≥ . . . ≥
λn > 0, to togava s�westvuva i µ-spred v geometri�ta PHG(R̃R̃

n),
R̃ = R/(radR)m−λn, za ko�to

µ = (λ1 − λn, λ2 − λn, . . . , λn−1 − λn, 0).

Neka otnovo R e fiksiran veri�en pr�sten, za ko�to |R| =
qm, R/ radR ∼= Fq. Neka osven tova q = pr i charR = ps. Da
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zapixem m v�v vida m = (s − 1)l + t. Pr�sten�t R mo�e da se
predstavi kato (Teorema 2.2)

R = S[X;σ]/(g(X), ps−1X t),

k�deto S = GR(qs, ps) i σ e avtomorfiz�m na S. �sno e, qe
S/ radS ∼= Fq. Definirame razxirenie na Galoa T = S[Y ]/(f(Y ))
za pr�stena S, k�deto f e bazovo nerazlo�im polinom nad S ot
stepen h. Sega definirame pr�stena

Q = T [X;σ]/(g(X), ps−1X t).

Teorema 4.11. Neka R e veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm,
R/ radR ∼= Fq. Neka po-natat�k Q e razxirenieto na R, defini-
rano po-gore. Neka n = hl i da dopusnem, qe s�westvuva λ-spred
v PHG(QQ

l), za ko�to

λ = (λ1, λ2, . . . , λl), m = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λl ≥ 0.

Togava s�westvuva µ-spred v PHG(RR
n), k�deto

µ = (λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
h

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
h

, . . . , λl, . . . , λl︸ ︷︷ ︸
h

).

Teorema 4.12 Neka R e proizvolen veri�en pr�sten, za ko�to
|R| = qm, R/ radR ∼= Fq, i neka n e estestveno qislo. Za vseki
delitel h na n i za vseki tip λ ot vida

λ = mh(m− 1)am−1h(m− 2)am−2h . . . 1a1h,

k�deto ai ≥ 0 i 1 + a1 + . . . + am−1 = n
h
, s�westvuva λ-spred v

PHG(RR
n).

Interesen e v�pros�t dali s�westvuvat spredove ot pod-
moduli ot tipove, koito sa razliqni ot tezi, opisani v teo-
remi 4.10–4.12. V razdel 4.3 sa namereni tipove na podmoduli,
za koito kombinatornoto neobhodimo uslovie e izp�lneno, no
v�preki tova spredove ne s�westvuvat. Tova e s�d�r�anieto
na Teorema 4.13.
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Universitet , kakto i na kolegite ot grupata po kodirane za
podkrepata i kritiqnoto otnoxenie k�m rabotata mi.
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Glava 2

Osnovni definicii i
rezultati

V tazi glava predstav�me osnovnite pon�ti� i fakti za kra�ni
veri�ni pr�steni, kra�no-porodeni moduli nad veri�ni pr�-
steni i sv�rzanite s t�h geometrii na �elmslev. Gol�ma qast
ot izlo�enite rezultati se s�d��at v klasiqeskite knigi [13,
29, 62, 63, 65, 69, 81]. Na�-novite rezultati v tezi oblasti se
s�d�r�at v rabotite [45, 46, 73].

2.1 Kra�ni veri�ni pr�steni

Edin asociativen pr�sten s edinica, 1 6= 0, nariqame l�v (desen)
veri�en pr�sten, ako rexetkata ot levite (desnite) mu ideali
obrazuva veriga. Sledvawata teorema opisva n�koi svo�stva
na kra�nite veri�ni pr�steni [11, 69, 70].

Teorema 2.1. Neka R e kraen pr�sten s radikal na D�e�k�bs�n
radR 6= 0. Slednite uslovi� sa ekvivalentni:

(i) R e l�v veri�en pr�sten;

(ii) levite ideali na R obrazuvat veriga po vkl�qvane;

17
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(iii) R e lokalen pr�sten i radR = Rθ, za vseki element θ ∈
radR/radR2;

(iv) R e desen veri�en pr�sten.

Ako R udovletvor�va gornite uslovi�, to vseki sobstven l�v
(desen) ideal na R e ot vida (radR)i = Rθi = θiR za n�koe es-
testveno qislo i.

Po-natat�k we izpolzvame termina veri�en pr�sten za oz-
naqavane na l�v i sledovatelno i desen, veri�en pr�sten. Na�-
malkoto estestveno qislo m, za koeto (radR)m = (0) nariqame
indeks na nilpotentnost na R ili owe d�l�ina na R. Taka
rexetkata na levite (desnite) ideali na veri�en pr�sten R
ima vida:

R > Rθ > Rθ2 > · · · > Rθm−1 > Rθm = (0).

Faktorpr�sten�t R/Rθ e pole. Ako R/ radR ∼= Fq, to Fq nariqame
ostat�qno pole na R i mownostta mu we bele�im s q = pr.
Za vs�ko 0 ≤ i ≤ m − 1 modul�t (radR)i/(radR)i+1 e vektorno
prostranstvo s razmernost 1 nad R/ radR, otk�deto sledva, qe∣∣(radR)i/(radR)i+1

∣∣ = q i, sledovatelno, |R| = qm. Navs�k�de
ottuk natat�k s θ we bele�im proizvolen fiksiran pora�daw
element na radikala na R, s m - d�l�inata na pr�stena, a s
q = pr – reda na ostat�qnoto pole. Harakteristikata na ver-
i�en pr�sten R oqevidno e stepen na p. Navs�k�de po-natat�k
t� we e charR = ps.

Po-dolu sa predstaveni primeri za n�koi va�ni klasove ver-
i�ni pr�steni.

1) Kra�nite poleta mogat da se razgle�dat kato trivialni ver-
i�ni pr�steni s m = 1. Po-natat�k we izkl�qvame kra�nite
poleta ot naxite razgle�dani� i pod veri�en pr�sten we
razbirame tak�v s d�l�ina m ≥ 2.

2) Pr�stenite ot ostat�ci po modul stepen na prosto qislo sa
veri�ni pr�steni. Tova sa pr�stenite Zpm = Z/(pm), k�deto
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p e prosto qislo. Oqevidno za t�h radR = (p) i pora�daw θ
na radikala na R mo�e da b�de vseki element, ko�to se deli
na p, no ne se deli na p2. Ostat�qnoto pole e Fp ∼= Zp.

3) Neka Fq e kra�no pole i neka σ e avtomorfiz�m na Fq. S
F [X;σ] oznaqavame pr�stena ot polinomi ot vida f(X) = a0 +
a1X + · · ·+ akX

k s umno�enie, zadadeno s

Xa = aσX, a ∈ Fq.

Pr�sten�t R = F [X;σ] /(Xm), m > 1, e netrivialen veri�en
pr�sten, za ko�to verigata ot vlo�eni ideali e

R > (X) > (X2) > · · · > (Xm−1) > (Xm) = (0).

V sluqa� σ 6= id tezi pr�steni sa nekomutativni.

4) Edin va�en klas veri�ni pr�steni sa t.nar. pr�steni na
Galoa. Te se stro�t po sledni� naqin. Neka p e prosto qislo,
a s – estestveno qislo. Pr�sten na Galoa nariqame vseki
pr�sten ot vida

R = Zps [x]/(f)

k�deto f ∈ Zps [x] e s�s starxi koeficient 1, deg f = r i
f e bazovo nerazlo�im. Kazvame, qe edin polinom f nad
R (f ∈ R[x]) e bazovo nerazlo�im, ako ηf e nerazlo�im nad
ostat�qnoto pole K. Tuk s η oznaqavame estestveni� homo-
morfiz�m

η : R −→ K = R/ radR.

Tozi pr�sten bele�im s GR(qs, ps), k�deto q = pr. V literat-
urata n�ma edinno oznaqenie za pr�stenite na Galoa. Taka
naprimer v [69] za s�wi� pr�sten se izpolzva oznaqenieto
GR(ps, r). Ot definici�ta e �sno, qe GR(qs, ps) e komutativen
pr�sten s prs elementa i harakteristika ps. �sno e, qe pri
s = 1 imame GR(pr, p) ∼= GF(pr), kakto i qe GR(ps, ps) ∼= Zps.

Sledvawata teorema ot [70] opisva na�-obwata struktura na
kraen veri�en pr�sten. Ot ne� stava �sno, qe vseki veri�en
pr�sten e faktorpr�sten na pr�sten ot polinomi nad n�kak�v
pr�sten na Galoa.
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Teorema 2.2. Neka R e kraen veri�en pr�sten s indeks na nilpo-
tentnost m, harakteristika ps i ostat�qno pole ot red q = pr.
Neka S = GR(qs, ps). S�westvuvat edinstveni celi qisla k, t,
udovletvor�vawi m = (s − 1)k + t, 1 ≤ t ≤ k (k = m = t, s = 1),
kakto i avtomorfiz�m σ ∈ AutS i polinom na A�zenwa�n g(X) ∈
S[X;σ] ot stepen k (ne nepremenno edinstven), za ko�to

R ∼= S[X;σ]/(g(X), ps−1X t).

Tuk polinom na A�zenwa�n nariqame vseki polinom g(X) ot
pr�stena S[X;σ], imaw vida g(X) = Xk + p(gk−1X

k−1 + · · · + g0),
k�deto g0 ∈ S\pS = S∗.

Na�-prostite netrivialni veri�ni pr�steni R sa tezi ot
red q2 s R/ radR ∼= Fq. Te sa klasificirani ot Kronha�m [12].
Ako q = pr, s�westvuvat toqno r + 1 takiva pr�steni s toqnost
do izomorfiz�m.

(1) Pr�steni na σ-dualnite qisla Rσ = Fq[X;σ]/(X2), k�deto Fq
e pole s q = pr elementa, σ ∈ AutFq, a Fq[X;σ] e pr�sten�t
ot polinomite na Ore, v ko�to umno�enieto e zadadeno s
Xa = aσX. Bro�t na tezi pr�steni e raven na r – bro� na av-
tomorfizmite na ostat�qnoto pole. Za vseki avtomorfiz�m
σ ∈ Aut(Fq) tezi pr�steni se predstav�t kato Rσ = Fq ⊕ FqX.
S�biraneto i umo�enieto se zadavat qrez:

(a0 + a1X) + (b0 + b1X) = (a0 + b0) + (a1 + b1)X;
(a0 + a1X)(b0 + b1X) = a0b0 + (a0b1 + a1σ(b0))X.

Vsiqki tezi pr�steni sa nekomutativni s izkl�qenie na
tozi, poluqen pri σ = id. Harakteristikata na vsiqki pr�-
steni v tozi klas e p.

(2) Edin (s toqnost do izomorfiz�m) pr�sten na Galoa

GR(q2, p2) = (Z/p2Z)[X]/(f(X)),

k�deto polinom�t f(X) ∈ (Z/p2Z)[X] e ot stepen r, s�s starxi
koeficient 1 i e nerazlo�im po modul p. Tozi pr�sten e ko-
mutativen s harakteristika p2.
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Primer 2.3. S�westvuvat tri neizomorfni pr�stena s 16 ele-
menta i ostat�qno pole ot red 4. Tova sa:

(1) F4[X]/(X2);

(2) F4[X;σ]/(X2);

(3) Z4[X]/(X2 −X − 1);

Razbira se, s�westvuvat i drugi veri�ni pr�steni s 16 ele-
menta, no pri t�h ostat�qnoto pole e F2. Takiva naprimer sa
Z16, F2[X]/(X4).

Neka Γ = {γ0 = 0, γ1 = 1, γ2, . . . γq−1} e mno�estvo ot elementi na
R, nikoi dva ot koito ne sa sravnimi po modul radR, t.e. γi 6≡ γj
(mod radR) za vsiqki i, j, 0 ≤ i < j ≤ q − 1. Lesno se pokazva, qe
vseki element r ∈ R se predstav� po edinstven naqin kato:

r = r0 + r1θ + · · ·+ rm−1θ
m−1,

k�deto ri ∈ Γ, a θ e fiksiran pora�daw na R. Da fiksirame
line�na naredba na elementite na Γ:

γ0 ≺ γ1 ≺ · · · ≺ γm−1.

Prod�l�avame tazi naredba i v�rhu elementite na R po sled-
ni� naqin: za elementi a = a0 + · · · + am−1θ

m−1 i b = b0 + · · · +
bm−1θ

m−1, ai, bi ∈ Γ we kazvame, qe a predho�da b, koeto zapis-
vame kato a ≺ b, togava i samo togava, kogato

am−1 = bm−1, . . . , aj+1 = bj+1, aj ≺ bj

za n�koe 0 ≤ j ≤ m− 1.
Mno�estvoto Γ poluqava strukturata na pole, ako v�vedem

slednite operacii:

γi + γj = γk, ako (γi + radR) + (γj + radR) = γk + radR;

γi · γj = γk, ako (γi + radR) · (γj + radR) = γk + radR.
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Da definirame biekci� ϕ : R → {0, 1, · · · , qm − 1}, ko�to za-
pazva line�nata naredba na elementite na R, v�vedena po-gore.
Neka ϕ(γi) = i. Osven tova za elementa a = a0+· · ·+am−1θm−1, ai ∈
Γ neka ϕ(a) =

∑m−1
i=0 ϕ(ai)q

i. V sledvawata lema se opisvat n�koi
svo�stva na ϕ, koito se poluqavat neposredstveno ot defini-
ci�ta.

Lema 2.4. (1) a ∈ Γ togava i samo togava, kogato ϕ(a) < q;

(2) za vs�ko i ∈ N, a ∈ (radR)i, t.e. a = bθi, b ∈ R∗ togava i samo
togava, kogato qi deli ϕ(a);

(3) ako qi deli ϕ(b), to b = aθi kato a = ϕ−1
(
ϕ(b)

qi

)
.

Dokazatelstvo. (1) Oqevidno.
(2) Ako a ∈ (Rad R)i, to a− bθi, b ∈ R∗, t.e.

b = β0 + β1θ + . . .+ βm−1θ
m−1, βi ∈ Γ, β0 6= 0.

Togava oqevidno a = β0θ
i + β1θ

i+1 + . . .+ βm−i−1θ
m−1 i

ϕ(a) = ϕ(β0)q
i + ϕ(β1)q

i+1 + . . .+ ϕ(βm−i−1)q
m−1.

Obratno, ako qi deli ϕ(a), to ϕ(a) = a0q
i + a1q

i+1 + . . ., aj ∈
{0, . . . , q − 1}, i a = ϕ−1(a0)θ

i + ϕ−1(a1)θ
i+1 + . . .. Sega e �sno, qe

a ∈ (radR)i.
(3) P�rvata qast na tv�rdenieto povtar� ednata posoka na

(2). Ako qi deli ϕ(b), to

b = b0θ
i + b1θ

i+1 + . . .+ bm−i+1θ
m−1, bi ∈ Γ,

ϕ(b) = ϕ(b0)q
i + ϕ(b1)q

i+1 + . . .+ ϕ(bm−i+1)q
m−1,

ϕ(bi) ∈ {0, . . . , q − 1}.

Ottuk
ϕb

qi
= ϕ(b0) + ϕ(b1)q + . . .+ ϕ(bm−i+1)q

m−i+1

i

a = ϕ−1
(
ϕ(b)

qi

)
= b0 + b1θ + . . .+ bm−i+1θ

m−i+1.

Sega lesno se prover�va, qe b = aθi.
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We demonstrirame v�vedenite pon�ti� s edin primer.
Primer 2.5. Sledni�t primer il�strira Lema 2.4 v�rhu pr�stena
GR(16, 4). Pr�stena GR(42, 22) predstav�me v�v vida R = GR(42, 22) ∼=
Z4[X]/(X2 −X − 1). Elementite na R sa

0 1 2 3
X X + 1 X + 2 X + 3

2X 2X + 1 2X + 2 2X + 3
3X 3X + 1 3X + 2 3X + 3

radR = {0, 2, 2X, 2X + 2}, θ = 2;
Γ = 0 ≺ 1 ≺ X ≺ X + 1

r ϕ(r)
0 = 0 −→ (0, 0) 0
1 = 1 −→ (1, 0) 1
2 = 0.1 + 1.2 −→ (0, 1) 4
3 = 1.1 + 1.2 −→ (1, 1) 5
X = X −→ (X, 0) 2

X + 1 = X + 1 −→ (X + 1, 0) 3
X + 2 = X.1 + 1.2 −→ (X, 1) 6
X + 3 = (X + 1).1 + 1.2 −→ (X + 1, 1) 7

2X = 0.1 +X.2 −→ (0, X) 8
2X + 1 = 1.1 +X.2 −→ (1, X) 9
2X + 2 = 0.1 + (X + 1).2 −→ (0, X + 1) 12
2X + 3 = 1.1 + (X + 1).2 −→ (1, X + 1) 13

3X = X.1 +X.2 −→ (X,X) 10
3X + 1 = (X + 1).1 +X.2 −→ (X + 1, X) 11
3X + 2 = X.1 + (X + 1).2 −→ (X,X + 1) 14
3X + 3 = (X + 1).1 + (X + 1).2 −→ (X + 1, X + 1) 15

Naredbata v GR(42, 22) e slednata:

(0, 0) ≺ (1, 0) ≺ (X, 0) ≺ (X + 1, 0) ≺ (0, 1) ≺ (1, 1) ≺ (X, 1) ≺
(X + 1, 1) ≺ (0, X) ≺ (1, X) ≺ (X,X) ≺ (X + 1, X) ≺

(0, X + 1) ≺ (1, X + 1) ≺ (X,X + 1) ≺ (X + 1, X + 1)
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0 ≺ 1 ≺ X ≺ X + 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ X + 2 ≺ X + 3 ≺ 2X ≺
2X + 1 ≺ 3X ≺ 3X + 1 ≺ 2X + 2 ≺ 2X + 3 ≺ 3X + 2 ≺ 3X + 3

2.2 Moduli nad kra�ni veri�ni pr�steni

Neka sa dadeni pr�sten R i aditivna abeleva grupa M . We
kazvame, qe M e l�v R-modul, ako za vseki dva elementa r ∈ R
i m ∈ M e opredelen ednoznaqno element rm ∈ M , izp�ln�vaw
uslovi�ta:

(1) r(m+ n) = rm+ rn;

(2) (rs)(m) = r(sm);

(3) (r + s)(m) = rm+ sm;

(4) 1m = m

k�deto r, s ∈ R i m,n ∈M .

Definici� 2.6. Neka RM e l�v R-modul. Elementite x1, . . . , xr
ot modula M nariqame nezavisimi ili svobodni, ako ot a1x1 +
· · · + arxr = 0 sledva, qe ajxj = 0 za vs�ko j = 1, . . . , r. Redi-
cata x1, . . . , xr ot elementi na modula M nariqame line�no neza-
visima, ako ot a1x1 + · · · + arxr = 0 sledva, qe aj = 0 za vs�ko
j = 1, . . . , r. Bazis na M nariqame vs�ka nezavisima redica ot
pora�dawi elementi.

Modula RM nariqame svoboden, ako to� e izomorfen na di-
rektna suma na kopi� na RR. Neka RM e kraen l�v modul i
neka θ e pora�dawi�t elemnt na radR. We kazwame, qe elemen-
t�t x ∈ RM ima period θi, ako i ∈ {0, 1, . . . ,m} e na�-malkoto
neotricatelno c�lo qislo, udovletvor�vawo uslovieto θix = 0.
Kazvame, qe x ima visoqina i, ako i ∈ {0, 1, . . . ,m} e na�-gol�moto
c�lo qislo, za koeto x = θiy za n�koe y ∈M .
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Neka RM e l�h R modul. Definirame slednite mno�estva:

M∗ = {x ∈M ; x ima period θm} = {x ∈M ;Rx ∼= R}; (2.1)

θiM = {θix;x ∈M}; (2.2)

M [θi] = {x ∈M ; θix = 0} (2.3)

Neka R e kraen veri�en pr�sten. Goren red na L~ovi za
levi� R-modul M nariqame verigata ot podmoduli:

M = θ0M ⊇ θ1M ⊇ · · · ⊇ θm−1M ⊇ θmM = 0. (2.4)

Tuk, oqevidno, θiM = (radR)iM ≤ RM . Vseki faktormodul v
gorni� red θi−1M/θiM, i ≥ 1 e vektorno prostranstvo nad poleto
R/ radR ∼= Fq. Analogiqno dolen red na L~ovi na RM nariqame
verigata ot podmoduli

M = M [θm] ⊇ · · · ⊇M [θ2] ⊇ M [θ] ⊇M [1] = 0. (2.5)

Tuk M [θi] = {x ∈M ; θix = 0}. Faktormodulite M [θi]/M [θi−1] s�wo
sa vektorni prostranstva nad poleto R/ radR ∼= Fq.

Za vs�ko i ∈ N polagame µi = dimR/ radR(θi−1M/θiM). Umno�e-
nieto s θ inducira R-izomorfiz�m

θi−1M/(M [θ] + θiM) ∼= θiM/θi+1M. (2.6)

Ottuk poluqavame, qe logq |M | = µ1 + µ2 + · · · + µm, µi ≥ µi+1, t.e.
µ = (µ1, µ2, . . . ) e razbivane na logq |M | (na na�-mnogo m qasti),
koeto we oznaqavame s µ ` logq |M |. Po-natat�k we pixem µ =
(µ1, µ2, . . . , µr) togava i samo togava, kogato µr ≥ 1 i µi = 0, i > r
i pon�koga µ = 1s12s23s3 · · · , ako toqno sj qasti na µ sa ravni na
j.

Sledvawata teorema harakterizira strukturata na kra�nite
R-moduli.
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Teorema 2.7. Neka R e kraen veri�en pr�sten. Za vseki kraen
modul RM s�westvuva ednoznaqno opredeleno razbivane λ =
(λ1, . . . , λk) ` logq |M | na takiva qasti 1 ≤ λi ≤ m, za koito

RM ∼= R/(radR)λ1 ⊕ · · · ⊕R/(radR)λk .

Qastite na spregnatoto razbivane λ′ = (λ′1, λ
′
2, . . . ) ` logq |M | sa

invariantite na Ulm-Kaplanski λ′i = dimR/ radR(M [θ] ∩ θi−1M).

Razbivaneto λ = (λ1, . . . , λk) ` logq |M | nariqame tip na kra�-
ni� R-modul M , a razbivaneto λ′, koeto e spregnato na λ – spreg-
nat tip na M . C�loto qislo

k = λ′1 = dimR/ radR(M/θM) = dimR/ radRM [θ],

zadavawo bro� na nenulevite s�biraemi v razlaganeto na RM
v direktna suma na cikliqni moduli, nariqame rang na M i
oznaqavame s rkM . C�loto qislo λ′m, koeto e ravno na bro�
na svobodnite s�biraemi v s�woto razlagane na RM , nariqame
svoboden rang na RM .

Neka RM e l�v modul nad veri�ni� pr�sten R. Ako S e
mno�estvo ot elementi na M , s�s Ann(S) bele�im anihilatora
na S, t.e. Ann(S) = {r ∈ R|rm = 0,∀ m ∈ S}. Edin element m ∈M
nariqame netorzionen, ako Ann(m) 6= 0. Mno�estvoto ot vsiqki
netorzionni elementi na M oznaqavame s M∗. S drugi dumi,
M∗ = {x ∈M ; x ima period θm}.

Izvestno e, qe bro�t na k mernite podprostranstva na n
merno vektorno prostranstvo nad kra�noto pole Fq e raven na[

n

k

]
q

=
(qn − 1)(qn−1 − 1) . . . (qn−k+1 − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1) . . . (q − 1)
. (2.7)

Qislata, definirani s tazi formula, nariqame gausovi koefi-
cienti. S�westvuva podobna formula, zadavawa bro� na pod-
modulite ot fiksiran tip, s�d�r�awi se v daden modul nad
kraen veri�en pr�sten. Neka RM e modul ot tip λ. Modul�t
RM s�d�r�a podmodul ot tip µ togava i samo togava, kogato
µ ≤ λ, t.e. µi ≤ λi za vs�ko i. Togava oqevidno e izp�lneno i
µ′ ≤ λ′. V sila e slednata teorema [40].
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Teorema 2.8. Neka R e kraen veri�en pr�sten s ostat�qno pole
ot red q. Neka RM e kraen R-modul ot tip λ. Za vs�kà råäèöà µ,
udovletvor�vawo uslovieto µ ≤ λ modul�t RM s�d�r�a toqno[

λ

µ

]
qm

:=
∞∏
i=1

qµ
′
i+1(λ

′
i−µ′i)

[
λ′i − µ′i+1

µ′i − µ′i+1

]
q

. (2.8)

podmodula ot tip µ. V qastnost, bro�t na svobodnite podmod-
uli ot rang s na kraen modul RM ot tip λ e

qs(λ
′
1−s)+···+s(λ′m−1−s) ·

[
λ′m
s

]
q

. (2.9)

Dokazatelstvo. Neka U ≤ RM e podmodul ot tip µ. Neka Mj =
M [θ] ∩ θj−1M, 1 ≤ j ≤ m i po podoben naqin Uj = U [θ] ∩ θj−1U . To-
gava Uj ≥ Uj+1, Uj e podprostranstvo na R/ radR - prostranstvoto
Mj i dimR/ radRMj = λ′j, dimR/ radR Uj = µ′j. Obratno, s�westvuvat
toqno

m∏
j=1

[
λ′j − µ′j+1

µ′j − µ′j+1

]
q

(2.10)

verigi U1 ≥ · · · ≥ Um ot podprostranstva Uj ≤ M [θ], udovletvo-
r�vawi dop�lnitelnoto uslovie Uj ≤ Mj. Pri zadadena takava
veriga we presmetnem bro� na podmodulite U na M , za koito
U [θ]∩θj−1U = Uj, 1 ≤ j ≤ m. Neka y1, . . . , yµ′1 e takava redica ot el-
ementi na M [θ], qe za vs�ko j ∈ {1, . . . ,m} podredicata y1, . . . , yµ′1
e bazis na R/ radR-prostranstvoto Uj. Vseki razgle�dan pod-
modul U ima bazis x1, . . . , xµ′1, izp�ln�vaw uslovieto ys = θµs−1xs
za 1 ≤ s ≤ µ′1. Bro�t na tezi redici x1, . . . , xµ′1 e∏

1≤s≤µ′1

∣∣∣M [θµs−1]
∣∣∣ =

∏
1≤s≤µ′1

q
∑

1≤s≤µ′s
λ′j =

∏
j≥1

qλ
′
j ·|{s|µs>j}| = q

∑
j≥1 λ

′
jµ
′
j+1 .

Dve redici x1, . . . , xµ′1 i x′1, . . . , x
′
µ′1

pora�dat edin i s�w pod-
modul U togava i samo togava, kogato x′s = xsus, za n�koe us ∈
M [θµs−1]∩U = U [θµs−1] (1 ≤ s ≤ µ′1). Ottuk bro�t na podmodulite,
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prinadle�awi na verigata U1 ≥ · · · ≥ Um, e∏
1≤s≤µ′1

∣∣∣M [θµs−1]
∣∣∣

∏
1≤s≤µ′1

∣∣∣U [θµs−1]
∣∣∣ = q

∑
j≥1(λ

′
j−µ′j)µ′j+1 ,

koeto iskahme da poka�em.

Sledstvie 2.9. Neka m = (m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
n

) i neka µ = (µ1, . . . , µn),

k�deto m ≥ µ1 ≥ · · · ≥ µn ≥ 0. Togava[
m
µ

]
q

=

[
m
µ

]
q

,

k�deto µ = (m− µn, . . . ,m− µ1).

Formulata ot Sledstvie 2.9 mo�e da se razgle�da kato ana-
log na klasiqeskoto binomno ravenstvo za gausovi koeficienti[

n

k

]
q

=

[
n

n− k

]
q

.

Neka R e kraen veri�en pr�sten. Razgle�dame levi� R-
modul RM . Za dva vektora x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn)
definirame t�hnoto skalarno proizvedenie po sledni� naqin

xy = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Definirame desen ortogonalen modul na modula RM kato

M⊥
R = {y ∈ Rn| xy = 0, za vs�ko x ∈ RM}.

We otbele�im, qe ortogonalni�t modul na l�v (resp, desen)
modul e desen (resp. l�v) modul. Slednata dobre izvestna teo-
rema predstav� n�koi ot po-va�nite svo�stva na ortogonalni�
modul na daden modul.
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Teorema 2.10. Neka R e veri�en pr�sten s |R| = qm, R/ radR ∼=
Fq i neka RM ≤ RR

n e l�v podmodul ot tip λ = (λ1, . . . , λn).

(1) Desni�t modul M⊥
R e ot tip λ = (m− λn, . . . ,m− λ1). V qast-

nost, |M ||M⊥| = |Rn|;

(2) ⊥(M⊥) = M ;

(3) Izobra�enieto M → M⊥ zadava antiizomorfiz�m me�du
rexetkite na levite (s�otv. desnite) podmoduli na Rn i,
sledovatelno,

(M1 ∩M2)
⊥ = M⊥

1 +M⊥
2 ; (M1 +M2)

⊥ = M⊥
1 ∩M⊥

2 .

2.3 Proektivni prostranstva na �elmslev

Neka P i L sa dve neprazni mno�estva, koito we nariqame s�ot-
vetno mno�estvo ot toqki i mno�estvo ot pravi. Osven tova e
dadena i incidentnost I ⊆ P × L. Tro�kata (P ,L, I) nariqame
struktura na incidentnost. Neka v�rhu vs�ko ot mno�estvata P
i L e definirana relaci� s�sedstvo _̂ qrez slednite uslovi�:

(N1) ∀ X, Y ∈ P : X_̂Y ⇐⇒ ∃s, t ∈ L, s 6= t : X Is, X It, Y Is, Y It;

(N2) ∀ s, t ∈ L : s_̂t ⇐⇒ za vs�ka toqka X : X Is s�westvuva

toqka Y : Y It takava, qe X_̂Y i obratno, za vs�ka toqka

Y : Y It s�westvuva toqka X : X Is takava, qe Y _̂X.

Neka (P ,L, I) e struktura na incidentnost, v ko�to e zadadena
relaci� na s�sedstvo, udovletvor�vawa (N1) i (N2). Za vseki
dve toqki X, Y , za koito X 6_̂ Y oznaqavame s XY edinstvenata
prava, incidentna s X i Y , ako takava prava s�westvuva. Po-
natat�k we razgle�dame strukturi, v koito vseki dve toqki sa
incidentni s pone edna prava. Neka razgledame toqka X i prava
s. We pixem X_̂s i we kazvame, qe X e s�sedna na pravata s,

ako s�westvuva toqka Y v�rhu s, Y 6= X, za ko�to X_̂Y .
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Proektivno prostranstvo na �elmslev we nariqame vs�ka
struktura na incidentnost Π = (P ,L, I) s relaci� na incident-
nost _̂, udovletvor�vawa aksiomite:

(H1) Za vseki dve toqki X, Y ∈ P s�westvuva prava s, za ko�to
X Is, Y Is.

(H2) Vs�ka prava s ∈ L e incidentna s pone tri toqki, koito sa
dve po dve nes�sedni.

(H3) Dve pravi s i t, za koito s∩ t 6= ∅ sa s�sedni togava i samo
togava, kogato |s ∩ t| ≥ 2.

(H4) Za vseki tri toqki X, Y, Z ∈ P, za koito X_̂Y i Y _̂Z, e

izp�lneno X_̂Z.

(H5) Za vseki dve pravi s, t ∈ L i vseki tri toqki X, Y, Z, za
koito XIs, Y Is,XIt, ZIt, X 6_̂Y, X 6_̂Z, Y _̂Z e izp�lneno

s_̂t.

(H6) Za vs�ka toqka X, ko�to ne e incidentna, no e s�sedna na
pravata s ∈ L, s�westvuvat Y, Z ∈ P, za koito Y 6_̂s, Z Is

i X I Y, Z.

(H7) Neka X ∈ P , s ∈ L kato X 6_̂s i neka Y, Z ∈ s. Za vseki dve
toqki Y ′ I X, Y i Z ′ I X,Z s�westvuva prava t, za ko�to
Y ′ It, Z ′ It i s ∩ t 6= ∅.

Edin va�en klas ot proektivni prostranstva na �elmslev
se poluqava ot kra�no porodeni moduli nad kra�ni veri�ni
pr�steni. Da razgledame veri�en pr�sten R, za ko�to |R| =
qm, R/ radR ∼= Fq, q = pr. Neka M = RR

n i M∗ = M\θM , k�deto
θ e fiksiran element pora�daw na radR. Neka mno�estvoto
P = {Rx | x ∈M∗} e mno�estvoto na vsiqki svobodni podmoduli
na M ot rang 1, i neka L = {Rx+Ry | x, y line�no nezavisimi}
e mno�estvoto na vsiqki svobodni podmoduli na M ot rang 2.
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Incidentnostta I se zadava s teoretiko-mno�estveno vkl�q-
vane. Taka poluqenata struktura na incidentnost (P ,L, I), za-
edno s relaci�ta na s�sedstvo _̂, zadadena qrez (N1) i (N2),
udovletvor�va aksiomite (H1)–(H7) e proektivno prostranstvo
na �elmslev, koeto we oznaqavame s PHG(RR

n). Prostranstvoto
PHG(RR

n) nariqame owe l�va geometri� na �elmslev nad ver-
i�ni� pr�sten R. Ako R e komutativen, to l�vata i d�snata
geometrii nad R s�vpadat i we izpolzvame oznaqenieto PHG(n−
1, R).

Edno mno�estvo ot toqki T v PHG (RR
n) nariqame podpro-

stranstvo na �elmslev, ako za vseki dve toqki X, Y ∈ T s�west-
vuva pone edna prava, incidentna s X i Y , ko�to se s�d�r�a
izc�lo v T . Ekvivalentno, mno�estvoto ot toqki (svobodni pod-
moduli ot rang 1) T e podprostranstvo na �elmslev, ako s�v-
pada s mno�estvoto na vsiqki svobodni podmoduli ot rang 1,
s�d�r�awi se v n�kak�v svoboden podmodul na RR

n ot rang 2.
Vs�ko podprostranstvo na �elmslev e proektivno prostranstvo
na �elmslev. Kazvame, qe edno mno�estvo ot toqki S e podpros-
transtvo v PHG(RR

n), ako to e seqenie na podprostranstva na
�elmslev. �sno e, qe edno podprostranstvo ne e nepremenno
podprostranstvo na �elmslev, t�� kato seqenieto na svobodni
podmoduli na RR

n ne e nepremenno svoboden podmodul. Vse pak
seqenieto na svobodni podmoduli e podmodul na RR

n. Tip�t na
tozi podmodul nariqame tip na podprostranstvoto S.

Za vs�ko mno�estvo ot toqki X ⊆ P definirame obvivka na X
koto seqenieto na vsiqki podprostranstva na �elmslev, koito
s�d�r�at X :

〈X 〉 = ∩X⊂T T .

Mno�estvoto X ⊂ P we nariqame nezavisimo, ako za vs�ka toqka
X ∈ X e izp�lneno X 6_̂ 〈X\{X}〉. Mno�estvoto ot toqki B we
nariqame bazis na Π, ako 〈B〉 = P i B e nezavisimo mno�estvo ot
toqki. Razmernost na proektivnoto prostranstvo na �elmslev
Π definirame kato dim Π := |B| − 1.
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Relaci�ta _̂ e relaci� na ekvivalentnost kakto v�rhu P,
taka i v�rhu L. Mno�estvoto na vsiqki toqki, koito sa s�sedni
na toqkata X we bele�im s [X]. Analogiqno, mno�estvoto na
vsiqki pravi, s�sedni na pravata s we oznaqavame s�s [s]. Kla-
sovete [X] i [s] nariqame klasove na s�sedstvo, s�otvetno, na
toqkata X i na pravata s. Mno�estvoto na vsiqki klasove na
s�sedstvo v P (s�otevtno v L) oznaqavame s P(1) (s�otvetno L(1)).

Za koordinatni geometrii na �elmslev nad veri�ni pr�ste-
ni s visoqina m > 2 mo�em da v�vedem po-fini relacii na s�-
sedstvo. Da razgledame PHG(RR

n), k�deto R e veri�en pr�sten
s |R| = qm, R/ radR ∼= Fq. We kazvame qe toqkite X = Rx i
Y = Ry sa i-s�sedni ili i-ti s�sedi, i ∈ {0, . . . ,m}, ako |X∩Y | ≥ qi.
Tova we zapisvame kato X_̂ iY . Ekvivalentno, toqkite X i Y sa
i-s�sedni, ako modul�t Rx+Ry e ot tip (m,m−i), i ∈ {0, 1, . . . ,m}.
Toqkata X e i-s�sedna na podprostranstvoto S, ako s�westvuva
toqka Y ot S, za ko�to X_̂ iY . Dve pravi s, t ∈ L sa i-s�sedni,

ako za vs�ka toqka XIs s�westvuva toqka Y It, za ko�to X_̂ iY i

za vs�ka toqka Y It s�westvuva toqka XIs, za ko�to Y _̂ iX. Fak-

t�t, qe pravite s i t sa i-ti s�sedi oznaqavame s�s s_̂ it. Po-
obwo edno podprostranstvo S e i-s�sedno na podprostranstvo
T , ako vs�ka toqka ot S ima i-s�sed v T . Tova oznaqavame ot-
novo s S_̂ iT . Taka v�vedenata relaci� _̂ i e relaci� na ekviva-
lentnost, ako b�de razgledana v�rhu mno�estvoto ot podpros-
transtva ot edin i s�wi tip. Da otbele�im, qe vseki dve toqki
(pravi) sa 0-s�sedi i vs�ka toqka (prava) e m-s�sed edinstveno
na sebe si.

Da oznaqim s π(i), i ∈ {0, . . . ,m} estestveni� homomorfiz�m
π(i) : Rn −→ Rn/θiRn. Za vs�ka toqka X ∈ P i vs�ka prava s ∈ L
definirame i-ti� klas na s�sedstvo za X po sledni� naqin:

[X]i = {Y ∈ P | π(i)(X) = π(i)(Y )};
[s]i = {t ∈ L | π(i)(s) = π(i)(t)}.

S P(i) i L(i) oznaqavame, s�otvetno, mno�estvoto ot vsiqki
i-ti klasove na s�sedstvo ot toqki i pravi v (P ,L, I). Dve toq-
ki (pravi) sa i-s�sedni togava i samo togava, kogato tehnite
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obrazi pod de�stvieto na π(i) s�vpadat. Sledovatelno, klas�t
[X]i (s�otvetno, [s]i) e klas�t na ekvivalentnost na X (s�ot-
vetno, na s) otnosno relaci�ta na ekvivalentnost _̂ i. Klas�t
[Rx]i s�vpada s mno�estvoto na vsiqki svobodni podmoduli ot
rang 1 na Rx+θiRn. Analogiqno, klas�t na s�sedstvo [Rx+Ry]i
s�vpada s mno�estvoto na vsiqki svobodni podmoduli ot rang
2 na Rx +Ry + θiRn.

Teorema 2.11. Neka (P ,L, I) = PHG(RR
n), k�deto R e veri�en

pr�sten. Togava strukturata na incidentnost (P(i),L(i), I ′), k�-
deto I ′ se definira qrez

[X]iI
′[s]i ⇐⇒ ∃s′ ∈ [s]i : X ′Is′,

e izomorfna na PHG(R̃R̃
n), k�deto R̃ = R/(radR)i. V qastnost,

(P(1),L(1), I ′) e izomorfna na proektivnata geometri� PG(n−1, q).

Toqkite na proizvolno podprostranstvo v PHG(RR
n) mogat

da se predstav�t kato rexeni� na n�kakva sistema ot line�ni
uravneni� nad R. Ako dve podprostranstva sa i-ti s�sedi, to
s�otvetnite sistemi line�ni uravneni� mogat da b�dat izbrani
po tak�v naqin, qe da s�d�r�at edni i s�wi uravneni� po
modul (radR)i.

Teorema 2.12. Neka Π = PHG(RR
n) i neka ∆1 i ∆2 sa podpros-

transtva na �elmslev za Π s dim ∆1 ≤ dim ∆2 i ∆1_̂ i∆2. Neka os-
ven tova ∆2 e mno�estvo ot toqki R(x1, . . . , xu), udovletvor�vawi
line�nata sistema

n∑
l=1

ajlxl = 0, j = 1, . . . , n− u.

Togava s�westvuvat takiva elementi bjs ∈ (radR)i, j = 1, . . . , n−
u, s = 1, . . . , n, qe ∆1 mo�e da se predstavi kato mno�estvo ot
toqki, koito sa rexeni� na sistemata

n∑
l=1

(ajl + bjl)xl = 0, j = 1, . . . , n− u.
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Neka R e veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm i R/ radR ∼= Fq.
Ako RM e R-modul ot tip λ, to bro�t na podmodulite na M ot
tip µ, µ ≤ λ se zadava s qisla, koito mogat da se razgle�dat
kato obobwenie na gausovite koeficienti i formula za koito e
dadena v Teorema 2.8. Tozi rezultat pozvol�va da se opredl�t
redica qislovi harakteristiki na geometriite PHG(RR

n). Taka
kato qasten sluqa� poluqavame slednata teorema.

Teorema 2.13. Neka Π = PHG(RR
n), k�deto R e veri�en pr�sten,

za ko�to |R| = qm, R/ radR ∼= Fq. Togava

(a) bro�t na toqkite v Π e
[
n

1

]
qm

= q(n−1)(m−1)
qn − 1

q − 1
;

(b) bro�t na toqkite v edin i-ti klas na s�sedstvo e q(n−1)(m−i)

za 1 ≤ i ≤ m;

(c) bro�t na klasovete na i-s�sedstvo e raven na q(n−1)(i−1)
[
n

1

]
q

;

(d) bro�t na podprostranstvata na �elmslev s proektivna raz-

mernost s− 1 e raven na
[
n

s

]
qm

= qs(n−s)(m−1)
qn − 1

q − 1
;

(e) bro�t na (s − 1)-mernite podprostranstva na �elmslev, s�-
d�r�awi fiksirano (t−1)-merno podprostranstvo na �elm-
slev, t ≤ s ≤ n, e raven na

q(s−t)(n−s)(m−1)
[
n− t
s− t

]
q

.

We razgledame edna specialna podstruktura na incident-
nost, s�d�r�awa se v Π = PHG(RR

n). Da fiksirame podpros-
transtvo na �elmslev S v Π s proektivna razmernost dimS =
s − 1. Neka [S](i) e mno�estvoto na toqkite ot P, koito sa i-ti
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s�sedi na S (za koito s�westvuva toqka v�rhu S, ko�to e tehen
i-ti s�sed). Definirame novo mno�estvo ot toqki

P =
{
U ∩ [P ]m−i | P ∈ Pi(S), dimU = s− 1, U _̂ iS, U ∩ [P ]m−i 6= 0

}
.

S drugi dumi novoto mno�estvo ot toqki se s�stoi ot seqeni�ta
na (s− 1)-mernite podprostranstva na �elmslev s klasovete ot
(m− i)-vite s�sedi. Lesno se dokazva, qe mno�estvata U ∩ [P ]m−i

ili s�vpadat ili ne se presiqat. Taka toqkite sa podpros-
transtva ot tip m1is−1. Po-natat�k definirame mno�estvoto
ot pravi

L =
{
V | V < Rq, V ⊆ [S](i), V ot tip m2ik−2

}
.

Incidentnost I ⊆ P× L se zadava standartno s teoretiko-mno-
�estveno vkl�qvane. Taka definiranata struktura na inci-
dentnost (P,L, I) mo�e da se vlo�i v podhod�wo izbrana ge-
ometri� na �elmslev. Tova e s�d�r�anieto na slednata teo-
rema (v�. [35, 40]).

Teorema 2.14. Strukturata na incidentnost (P,L, I) mo�e da
se vlo�i izomorfno v PHG (R′R

′)n, k�deto R′ = R/(radR)m−i.
Lipsvawata qast s�d�r�a toqkite na (n − s − 2)-merno pod-
prostranstvo na �elmslev i vsiqki netrivialno presiqawi go
pravi.

Neka Π = (P ,L, I) e proektivno prostranstvo na �elmslev.
Neka H e fiksirana hiperravnina. Strukturata na incident-
nost (P0,L0, I), k�deto P0 = P\[H], L0 = {L\[H] | L ∈ L}, a
I0 e incidentnostta, nasledena ot Π, nariqame afinno pros-
transtvo na �elmslev. Ako Π = PHG(RR

n), to afinnata ge-
ometri�, poluqena po opisani� naqin bele�im s AHG(RR

n−1). V
tozi sluqa� P0 se s�stoi ot vsiqki elelmenti na RR

n−1, a L0 - ot
vsiqki s�sedni klasove na svobodni podmoduli ot rang 1. Ako v
Teorema 2.14 izberem prostranstvo S s proektivna razmernost
0, t.e. S e toqka, to poluqenata struktura e afinna geometri�
na �elmslev.
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Sledstvie 2.15. Neka R e veri�en pr�sten s indeks na nilpo-
tentnost m i ostat�qno pole ot red q. Neka P e toqka ot ge-
ometri�ta PHG(RR

n) = (P ,L, I) i neka i ∈ {1, 2, . . . ,m−1}. Struk-
turata na incidentnost, s�sto�wa se ot vsiqki toqki v [P ](m−i)

zaedno s pravite L ∩ [P ](m−i) i s incidentnost, nasledena ot
PHG(RR

n), e izomorfna na AHG(R0R0
n), k�deto R0

∼= R/(radR)i.

Drug specialen sluqa� se poluqava kogato S e hiperravn-
ina. Togava strukturata na incidentnost ot Teorema 2.14 e
izomorfna na PHG (R′R

′n), k�deto R′ = R/(radR)m−i, kato lipsva-
wata qast e s�seden klas ot toqki.

Strogi dokazatelstva na tezi fakti se s�d�r�at v [35, 40].



Glava 3

Standartna forma na matrica
nad veri�en pr�sten

Obektite, koito izsledvame v tazi rabota, sa mno�estva ot pod-
prostranstva v geometrii na �elmslev. V tazi vr�zka cen-
tralen e v�pros�t za predstav�neto na podmodulite na RR

n.
To tr�bva da b�de izbrano taka, qe da e v�zmo�no efektivno
sravn�vane na podmoduli, efektivno namirane na obedinenie,
seqenie, i ortogonalno dop�lnenie, efektivno rexavane na v�-
prosa dali daden podmodul se vkl�qva v drug podmodul, kakto i
efektivno generirane na vsiqki podmoduli ot daden tip, s�d�r-
�awi se v�v fiksiran podmodul. Tova e izkl�qitelno va�no,
ako pri izsledvaneto na analozi na mre�ovi kodove nad pr�ste-
ni i sv�rzanite s t�h kombinatorni konfiguracii se izpolz-
vat komp�tri. V tozi razdel we v�vedem t.nar. standartna
forma na matrica nad veri�en pr�sten, ko�to predstav� edno
v�zmo�no rexenie za tezi problemi.

Neka R e kraen veri�en pr�sten s indeks na nilpotentnost
m i ostat�qno pole R/ radR ∼= Fq, q = pr, k�deto p e prosto
qislo. Fiksirame po proizvolen naqin pora�daw na radikala
θ ∈ radR \ rad2R. Neka M e podmodul na RR

n. �sno e, qe M e
kraen, a sledovatelno i kra�no poroden. Celta ni we b�de da
izberem takava sistema ot pora�dawi za M , ko�to e ednoznaqno
opredelena ot modula i s ko�to mo�e da se raboti efektivno.

37
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Ekvivalentno, pri zadadena k × n-matrica A, qiito redove po-
ra�dat M , naxata cel we b�de da opredelim takava matrica B,
ko�to e ot n�kak�v specialen vid, redovete í pora�dat modula,
poroden ot redovete na A i osven tova e edinstvenata matrica
ot tozi vid, ko�to pora�da v�prosni� modul M .

Da oznaqim s Mk,n(R) mno�estvoto na vsiqki k × n matrici
nad R. Kogato pr�sten�t R e �sen ot konteksta, we pixem samo
Mk,n.

Definici� 3.1. Kazvame, qe matricata A = (aij) ∈ Mk,n(R) e v
standartna forma, ako izp�ln�va uslovi�ta:

(1) aiji = θm−ti , ti ∈ {0, . . . ,m};

(2) ais = θm−ti+1β, β ∈ R za vs�ko s < ji;

(3) ais = θm−tiβ, β ∈ R za vs�ko s > ji;

(4) asji ≺ aiji za vs�ko s 6= i (tuk ≺ e leksikografskata naredba,
v�vedena v razdel 2.1);

(5) j1 < j2 < j3 < . . . .

Neka a = (a1, . . . , an) ∈ RR
n. Na�-malkoto qislo i ∈ {0, . . . ,m},

za koeto θia = 0, nariqame tip na a. Sledovatelno s�west-
vuva pone edna komponenta na a, ko�to se s�d�r�a v�v faktora
(radR)m−i\(radR)m−i+1. Tazi komponenta aj, za ko�to j e mini-
malno, nariqame vodewa komponenta ili vodew element na a.
Neka A ∈ Mk,n(R). V definici�ta po-gore s ti oznaqavame tipa
na reda i v matricata A, i = 1, . . . , k, a s ji nomera na vodewi�
element v tozi red. Mno�estvoto na koordinatnite pozicii na
vodewite elementi na redovete ot A we bele�im s J(A), t.e.
J(A) = {j1, j2, . . . , jk}.

Lema 3.2. Neka RM e l�v podmodul na RR
n i neka A e ma-

trica v standartna forma, qiito redove pora�dat RM . Neka
s ∈ {1, . . . , n} e pozici�ta na vodewi� element na v ∈ RM . Togava
s ∈ J(A).
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Dokazatelstvo. Neka redovete na A sa v1,v2, . . . ,vk. Neka osven
tova J(A) = {j1, . . . , jk} i s�otvetnite vodewi elementi sa

θm−t1 , θm−t2 , . . . , θm−tk .

Bez ograniqenie na obwnostta we predpolagame, qe t1 ≥ t2 ≥
. . . ≥ tk ≥ 1. Ot tezi neravenstva i ot svo�stva (2) i (4) v
definici�ta za standartna forma na matrica sledva, qe vsiqki
elementi v st�lba s nomer js, s = 1, . . . , k, namirawi se pod
vodewi� element na red s, sa nuli.

Da razgledame v = λ1v1 + v2 + . . .+λkvk ∈ RM . Neka vodewata
komponenta na v e v pozici� l. We razgledame tri sluqa� za l.

(1) Neka l < j1. Da dopusnem, qe s ∈ {1, . . . , k} e takova qislo,
qe tip�t na λsvs e na�-golemi�t me�du tipovete na vektorite
λivi, i = 1, . . . , k. Ako λs ∈ (radR)τs, to tip�t na v e na�-mnogo
ts − 1− τs. Ot druga strana element�t v pozici� js na v e

λs + (qlenove, koito sa line�na kombinaci� na 1, θ, . . . , θm−ts−1).

Togava tip�t na v e na�-malko ts − τs, koeto e protivoreqie.
(2) Neka ji−1 < l < ji. Da dopusnem, qe λs 6= 0 za n�koe

s ≤ i − 1 i λsvs e na�-gol�m tip na vektor izme�du vektorite
{λ1v1, . . . , λivi}. Ako λs ∈ (radR)τs, tozi na�-gol�m tip e na�-
mnogo ts − τs. Ot druga strana v pozici� js vektor�t v ima
element

λsθ
m−ts + ( line�na kombinaci� na 1, θ, . . . , θm−ts−1).

P�rvi�t qlen e ot Rθm−ts+τs, no to� e vl�vo ot vodewi� element,
koeto e protivoreqie. Dotuk pokazahme, qe λj = 0 za vsiqki
j ≤ i − 1. Sega mo�em da izpolzvame argumentite ot (1), za da
poluqim protivoreqie.

(3) Ako l > jk mo�em da povtorim argumentaci�ta ot p�rvata
qast na (2).

Ot (1)–(3) sledva, qe l tr�bva da e v koordinatna pozici�,
ko�to e ot J(A).
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Teorema 3.3. Za vseki modul RM ≤ RR
n s�westvuva edinstvena

matrica B v standartna forma, redovete na ko�to pora�dat M .

Dokazatelstvo. (1) S�westvuvane. We doka�em s�westvuvaneto
na matricata B qrez indukci� po k = rkM . Za k = 1 n�ma
kakvo da se dokazva. We otbele�im samo, qe qrez podhod�wo
umno�enie mo�em da napravim taka, qe vodewi�t element da e
ot vida θm−t za n�koe t.

Neka v′1 ∈M e element s v�zmo�no na�-gol�m tip v M , napri-
mer m − t1. Bez ograniqenie na obwnostta mo�em da pred-
polo�im, qe vodewata komponenta e v pozici� j1 i se namira
na�-vl�vo izme�du vsiqki vodewi komponenti na vektorite na
M . Qrez podhod�wo umno�enie mo�em da napravim tozi vodew
element raven na θm−t1. Sega RM = Rv′1 ⊕ RM

′, k�deto RM
′ ima

rang k−1 i e podmodul�t na RM , s�sto�w se ot elementi, koito
imat 0 v pozici� j1. Tova sledva ot fakta, qe za vseki vektor
v ∈ RM mo�em da namerim takova λ ∈ R, qe v−λ1v′1 da ima nula
v pozici� j1.

Ot indukcionnata hipoteza sledva, qe s�westvuva matrica
B v standartna forma, qi�to redove pora�dat RM

′. We oznaqim
tezi redove s v2, . . . ,vk. Neka J(B) = {j2, . . . , jk}. Osven tova neka
js-tata komponenta na v′1 e αs+βsθ

m−ts , βs = y0+· · ·+yts−1, xi, yi ∈ Γ.
Element�t v1 = v′1 − β2v2 − . . .− βkvk ima svo�stvoto, qe ele-

ment�t na pozici� js e po-mal�k (po otnoxenie na naredbata ≺)
ot θm−ts za vs�ko s = 2, . . . , k. �sno e owe, qe komponentite na v1,
koito se namirat nal�vo ot vodewi� element, prinadle�at na
radRm−t+1 (t�� kato i-tata komponenta, i < j1, na vseki edin ot
vektorite v′1,v2, . . . ,vk e ot radRm−t+1). Sledovatelno matricata
A s redove vektorite v1,v2, . . . ,vk e t�rsenata matrica.

(2) Edinstvenost Da predpolo�im, qe s�westvuvat matrici

A′ = (v′1,v
′
2, . . . ,v

′
k)
T i A′′ = (v′′1,v

′′
2 . . . , v

′′
k)T

v standartna forma, qiito redove pora�dat edin i s�wi modul
RM . S�glasno lema 3.2 imame J(A′) = J(A′′) = {j1, . . . , jk}. Neka
vodewi�t element na v′i (s�otvetno, v

′′
i ) e θ

m−t′i (s�otvetno, θm−t
′′
i ).

Bez ograniqenie na obwnostta mo�em da sqitame, qe t′1 ≥ t′2 ≥
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· · · ≥ t′k. V qastnost tova oznaqava, qe vsiqki elementi na
A′ v st�lbove j1, . . . , jk, namirawi se pod vodewi� element na
s�otvetni� red sa nuli, t.e. imame

v′1 = (. . . θm−t1 v′1j2 . . . v′1ji . . . v′1jk . . . )
v′2 = (. . . 0 θm−t2 . . . v′2ji . . . v′2jk . . . )
...

...
...

...
...

v′i = (. . . 0 0 . . . θm−t
′
i . . . v′ijk . . . )

...
...

...
...

...
v′k = (. . . 0 0 . . . 0 . . . θm−t

′
k . . . )

Sega mo�em da izrazim v′′i kato v′′1 = λ1v
′
1 + · · · + λkv

′
k. T�� kato

vodewi�t element na v′′i se namira na pozici� ji imame, qe

θm−t
′′
i = λiθ

m−t′i +
i−1∑
s=1

λsv
′
sjs .

We otbele�im, qe λs = 0 za vs�ko s < i, v protiven sluqa�
vodewi�t element na v′′i we e v pozici� s po-mal�k nomer ot
ji. Sledovatelno gornoto ravenstvo we se oprosti do θm−t

′′
i =

λiθ
m−t′i, otk�deto sledva, qe m−t′i ≤ m−t′′i , t.e. t′i ≥ t′′i za vs�ko i =

1, . . . , k. T�� kato mno�estvata {t′i} i {t′′i }, vzeti v nenarastvaw
red, zadavat tipa na RM imame, qe {t′i} = {t′′i }, za vs�ko i.

Sega mo�em da zakl�qim, qe v pozicii j1, . . . , jk−1 vk ima nuli
i θm−t

′
k = θm−t

′′
k v pozici� jk. Togava v′k−v′′k ima nuli na pozicii

j1, . . . , jk. Neka v′k − v′′k 6= 0. Togava negovi�t vodew element e na
pozici�, razliqna ot j1, . . . , jk, koeto e protivoreqie s lema 3.2.
Sledovatelno, v′k = v′′k i dokazatelstvoto se zav�rxva qrez in-
dukci� po ranga na RM .

Sledstvie 3.4. Neka A e (k × n)-matrica v standartna forma
nad veri�en pr�sten R. S�westvuvat permutacionni matrici
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T1 s razmer k × k i T2 s razmer n× n takiva, qe

T1AT2 =


Ik0 A01 A02 . . . A0,m−1 A0,m

0 θIk1 θA12 . . . θA1,m−1 θA1,m

0 0 θ2Ik2 . . . θ2A2,m−1 θ2A2,m
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . θm−1Ikm−1 θm−1Am−1,m

 . (3.1)

Neka e dadena matrica A, qi�to redove pora�dat levi� pod-
modul RM na RR

n. We predstavim algorit�m za generiraneto
na matrica A v standartna forma, qiito redove, pora�dat mod-
ula RM .

Algorit�m 3.5. Poluqavane na matrica v standartna forma

Vhod: k × n matrica A s elementi ot pr�stena R
Izhod: matrica B v standartna forma, qi�to redove

pora�dat RM

1: set B = ∅

2: for t = m, ..., 1 do

3: for vseki red r na matricata A do

4: if ne vsiqki elementi na r sa kratni na θm−t+1 then

5: Nameri na�-l�vata pozici� i na r, ko�to ne e kratna
na θm−t+1

6: Umno�i otl�vo vsiqki elementi na r s

(
ϕ−1

(
ϕ(ri)

qm−t

))−1
7: Neka C = B ∪ A \ {r}

//C e obedinenieto na redovete na B i A minus red
r
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8: for vseki red r′ na C do

9: set c = ϕ−1
(⌊ϕ(ri)

qm−t

⌋)
10: r′ ←− r′ − c · r

11: if r′ = 0 then A←− A \ r′

// r′ se iztriva ot A

12: endfor

13: r se postav� kato i-ti red na B i se iztriva ot A

14: endif

15: endfor

16: endfor

17: for vseki red b na matricata B

18: Neka j e na� l�vata nenuleva pozici� v b

19: Za vseki red c ot B \ {b}, ko�to predho�da b

20: if cj ≥ bj do

21: set d1 =

⌈
qm − cj
bj

⌉
22: b←− c + c1 · b

23: endif

24: endfor

25: return B
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Izpolzva�ki Algorit�m 3.5 lesno mo�em da poluqim na�-
malki� modul, s�d�r�aw dva zadadeni podmodula. S drugi
dumi tova e podmodul�t, poroden ot obedinenieto na dvata
podmodula. Dvata podmodula sa porodeni ot redovete na dve
matrici A1 i A2. Dostat�qno e da obrazuvame nova matrica(
A1

A2

)
i da � privedem v standartna forma qrez Algorit�m 3.5.

Algorit�m 3.6. Modul, poroden ot obedinenieto na podmoduli

Vhod: matrici A1 i A2 s razmeri, s�otvetno
k1 × n i k2 × n

Izhod: matrica B v standartna forma,
qiito redove pora�dat modula, poroden ot
redovete na A1 i A2.

1: set A =

(
A1

A2

)
2: Prilagame Algorit�m 3.5 za poluvane na standartna forma

B na matricata A

3: return B

Algorit�m 3.5 mo�e da se izpolzva i za proverka na tova
dali daden podmodul se s�d��a v drug daden podmodul.

Algorit�m 3.7. Test za vkl�qvane

Vhod: Matrici A i B v standartna forma
s edin i s�w bro� st�lbove

Izhod: Yes - ako modul�t, poroden ot redovete
na matricata B se s�d�r�a v modula, poroden ot
redovete na A;
No - v protiven sluqa�
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1: S�zdava se matricata C =

(
A
B

)
2: Qrez Algorit�m 3.5 se namira matricata D – standartna

forma na C

3: If D = A then B se s�d�r�a v A;

4: return Yes

5: else return No

Po-natat�k we se sprem na poluqavaneto na desni� ortog-
onalen modul na l�v modul nad kraen veri�en pr�sten. Da
razgledame levi� R-modul RM nad kra�ni� veri�en pr�sten
R. Da oznaqim s A matricata v standartna forma, qiito re-
dove pora�dat RM . Po-dolu we poluqim v �ven vid matrica
B, qiito redove pora�dat ortogonalni� modul M⊥

R . Matricata
B we b�de s�wo v�v vid bliz�k do standartna forma. Za da
poluqim standartna forma na B, otgovar�wa na definici�ta ot
naqaloto na tazi glava, we e dostat�qno da vzemem st�lbovete
ot poluqenata bloqna forma v obraten red.

Teorema 3.8. Neka RM e podmodul na RR
n, poroden ot redovete

na matricata A, ko�to ima vida (3.1). Togava, M⊥
R se pora�da

ot matricata

B =



B0,m B1,m B2,m · · · Bm−2,m Bm−1,m Ikm
B0,m−1θ B1,m−1θ B2,m−1θ · · · Bm−2,m−1θ Ikm−1θ 0
B0,m−2θ

2 B1,m−2θ
2 B2,m−2θ

2 · · · 0Ikm−2θ
2 0 0

...
...

... . . . ...
...

...
B02θ

m−2 B12θ
m−2 Ik2θ

m−2 · · · 0 0 0
B01θ

m−1 Ik1θ
m−1 0 · · · 0 0 0


,

(3.2)
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k�deto km = n− k0 − . . .− km−1 i

Bij = −(Aij −
∑

1<k<j+1

AikAk,j+1+∑
i<k<l<j+1

AikAklAl,j+1 − · · ·+ (−1)j−i+1Ai,i+1Ai+1,i+2 . . . Aj,j+1)
T . (3.3)

Dokazatelstvo. Tip�t na modula RM e mk0(m−1)k1 . . . 2km−21km−1.
Da polo�im km = n− k0 − k1 − . . .− km−1. Togava ortogonalni�t
modul M⊥

R e ot tip mkm(m − 1)km−1 . . . 2k21k1. We t�rsim matri-
cata B, qi�to redove pora�dat M⊥

R v�v vida (3.2). Matricite
Aij sa indeksirani taka, qe razmer�t im e ki × kj; za matricite
Bij indeksaci�ta e takava, qe razmer�t im e kj × ki. Togava BT

ij

e s razmeri ki × kj.
Sega uslovieto za vida na matricite Bij, i < j, ot uslovieto

na teoremata ABT = 0, k�deto 0 e nulevata matrica s razmer
(n− km)× (n− k0). We izpolzvame indukci� po j − i.

Neka j − i = 1, t.e. j = i+ 1. Ot proizvedenieto na (i+ 1)-vi�
red na A i (m− i)-ti� st�lb na BT poluqavame

θiIkiB
T
i,i+1θ

m−1−i + θiAi,i+1θ
m−1−i = 0,

koeto sledva ot Bi,i+1 = −ATi,i+1. Po-natat�k neka da razgledame
proizvedenieto na (i+ 1)-vi� red na A i (m+ 1− j)-ti� st�lb na
BT za n�kakvi i, j, j > i. Poluqavame

θiIkiB
T
i,jθ

m−j + θiAi,i+1B
T
i+1,jθ

m−j + . . .+ θiAi,jIkjθ
m−j =

θi(Bi,j + ATi,i+1Bi+1,j + . . .+ ATi,j)θ
m−j,

za koeto, izpolzva�ki (3.3), lesno se prover�va, qe e nulevata
matrica.

Zabele�ka 3.9. Teorema 3.8 mo�e da se razgle�da kato obob-
wenie na sledni� dobre izvesten fakt. Ako vektornoto pros-
transtvo nad kra�noto pole Fq e porodeno ot redovete na ma-
trica A ∈Mk,n(Fq) ot vida

A = (Ik|X),
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to ortogonalnoto prostranstvo V ⊥ se pora�da ot redovete na

B = (−XT |In−k).

Sledstvie 3.10. Neka A ∈Mk,n e matrica nad veri�ni� pr�sten
R, qi�to redove pora�dat modula RM . Neka A′ = T1AT2, e ma-
trica ot vida (3.1), k�deto T1 i T2 sa permutacionni matrici s
razmeri, s�otvetno, (n− km)× (n− km) i n× n. Togava redovete
na matricata

B = T1B
′T T2 ,

k�deto B′ e matricata, zadadena qrez (3.2), pora�dat modula
M⊥

R .

Dokazatelstvo. Ot A′B′T = 0 poluqavame

T1AT2B
′ = 0 =⇒ A(T2B

′TT T1 ),

otk�deto BT = T2B
′′TT T1 i B = T1B

′T T2 .

Dokolkoto Teorema 3.8 i Sledstvie 3.10 predstav�t v �ven
vid matrica, qiito redove pora�dat ortogonalni� modul M⊥

R ,
to algorit�m�t, ko�to pri zaden modul presm�ta ortogonalni�
mu, e oqeviden.

Algorit�m 3.11. Namirane na ortogonalni� modul M⊥

Vhod: matrica A, qi�to redove pora�dat
levi� modul RM

Izhod: matrica C, qiito redove pora�dat
desni� modul M⊥

R , ortogonalen na RM

1: Namirat se permutacionni matrici T1 i T2, koito probrazu-
vat A do vida (3.1)

2: Izqisl�vat se matricite Bij qrez (3.3)

3: Presm�ta se matricata B qrez (3.2)
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4: Presm�ta se C = T T1 BT
T
2

5: return C

Seqenieto na dva modula mo�e da se poluqi ot Teorema 2.10(3),
ot ko�to imame, qe

M1 ∪M2 =⊥ (M⊥
1 +M⊥

2 ),

Taka poluqavaneto na matrica, qi�to redove pora�dat seqenie-
to na dva dadeni modula, se sve�da do izp�lnenieto na sledni�
algorit�m.

Algorit�m 3.12. Seqenie na moduli

Vhod: Matrici A i B v standartna forma,
qiito redove pora�dat,
s�otvetno, modulite M i N .

Izhod: Matrica C, qi�to redove pora�dat seqenieto
na M i N .

1: Izpolzvame Algorit�m 3.11 za namirane na matricite A⊥

i B⊥, pora�dawi desnite ortogonalni moduli M⊥ i N⊥,
s�otvetno.

2: Obrazuvame U =

(
A⊥

B⊥

)
3: Prilagame Algorit�m 3.11 za postro�vane na matricata ⊥U ,

l�vo ortogonalna na U .

4: return C = ⊥U



49

Pri komp�t�rni presm�tani� qesto se nalaga generiraneto
na vsiqki podmoduli ot daden tip na fiksiran modul RM . Neka
RM 5R R

n e modul ot tip λ, k�deto

λ = (m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
k0

,m− 1, . . . ,m− 1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
km−1

) =

(λ1, λ2, . . . , λk) = mk0(m− 1)k1 . . . 1km−1 , k =
m−1∑
i=0

ki.

Neka RN e podmodul na RM ot tip µ = (µ1, µ2, . . . , µl), k�deto
µ ≺ λ. Neka redovete na matricata A s razmeri k × m, ko�-
to e v standartna forma, pora�dat RM . Bez ograniqenie na
obwnostta mo�e da sqitame, qe A e ot vida (3.1). Neka osven
tova e dadena l × n - matrica B v standartna forma, qi�to re-
dove pora�dat RN . Redovete na B sa line�ni kombinacii na
redovete na A. Sledovatelno s�westvuva takava matrica C,
s�wo v standartna forma, za ko�to matricata B se izraz�va
v�v vida B = CA. Osven tova matricata C tr�bva da ima sled-
nite svo�stva:

(1) ako vodewi�t element v red i na matricata B e v pozici�
ji, to vodewi�t element na red i v matricata C se namira v
pozici� li = ji;

(2) elementite na C, namirawi se v st�lb j, k�deto

k0 + · · ·+ ks−1 + 1 ≤ j ≤ k0 + · · ·+ ks−1 + ks, k−1 = 0,

sa ot Γ + θΓ + · · ·+ θm−s−1Γ.

Gornoto nabl�denie ni pozvol�va da konstruirame vsiqki
podmoduli ot daden tip na modul RM , poroden ot redovete na
dadena matrica A. Pora�daneto na vsiqki podmoduli ot fik-
siran tip e ekvivalentno na konstruiraneto na vsiqki matrici
C, koito prite�avat svo�stvata (1) i (2). T�� kato tip�t na
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modula, poroden ot redovete na matricata B ne sledva direktno
ot vida na matricata C, to to� tr�bva da b�de proveren v ot-
delna st�pka. Po-dolu predstav�me algorit�m za generiraneto
na vsiqki podmoduli ot daden tip, a sled tova i primer, ko�to
il�strira algorit�ma.

Algorit�m 3.13. Pora�dane na vsiqki podmoduli ot daden tip

Vhod: matrica A v standartna forma, qiito redove
pora�dat modul ot tip λ = (λ1, . . . , λk);
fiksiran tip µ = (µ1, . . . ,muk) ≺ λ

Izhod: mno�estvo ot matrici, qiito redove pora�dat
vsiqki podmoduli na M ot tip µ.

1: Namirat se matrici T1 i T2, za da se transformira A do
matrica A′, ko�to e ot vida (3.1)

2: for vs�ka k-orka {j1, . . . , jl} ⊆ {1, . . . , k} do

3: for vs�ka l-orka (t1, . . . , tl), ti ∈ {0, . . . ,m− 1}

4: Neka ciji = θti, i = 1, . . . , l

5: for vseki izbor na ostanalite elementi na C, izp�l-
n�vawi (1) i (2)

6: konstruirame matricata C

7: if tip�t na CA e µ then print: C

8: konstruirat se vsiqki matrici

We otbele�im, qe proverkata v st�pka [7 :] mo�e da b�de pro-
pusnata, ako v st�pka [3 :] generirame samo onezi l-orki, koito
pora�dat podmodul ot tip µ.
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Primer 3.14. Neka R = Z4 i neka

A =


1 0 1 1 2
0 1 1 0 1
0 0 2 0 0
0 0 0 2 2

 .

Modul�t M poroden ot redovete na A e ot tip λ = (2, 2, 1, 1).
We konstruirame vsiqki podmoduli N ≤ M ot tip µ = (2, 1).
S�glasno Teorema 2.8 imame, qe bro�t na vsiqki podmoduli N
na M ot ukazani� tip e[
λ

µ

]
22

= 21(4−2)
[
4− 1

2− 1

]
2

· 20(2−0)
[
2− 0

1− 0

]
2

= 22(22 + 2 + 1)(2 + 1) = 84.

We konstruirame vsiqki matrici C, udovletvor�vawi gor-
nite uslovi�, koito vod�t do podmoduli ot tip µ. Matricata
A e veqe ot neobhodimi� vid, taka qe propuskame st�pka 1. V
st�pka 2 generirame vsiqki v�zmo�ni pozicii za vodewite el-
ementi na redovete na C.(

• ◦ ◦ ◦
◦ • ◦ ◦

)
,

(
• ◦ ◦ ◦
◦ ◦ • ◦

)
,

(
• ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ •

)
(
◦ • ◦ ◦
◦ ◦ • ◦

)
,

(
◦ • ◦ ◦
◦ ◦ ◦ •

)
,

(
◦ ◦ • ◦
◦ ◦ ◦ •

)
V st�pka 3 probvame vsiqki v�zmo�nosti za vodewite elementi.
N�koi ot t�h we dovedat do podmoduli, koito ne sa ot tip µ.
Za vodewite elementi imame slednite v�zmo�nosti:(

1 ◦ ◦ ◦
◦ 2 ◦ ◦

)
,

(
2 ◦ ◦ ◦
◦ 1 ◦ ◦

)
,

(
1 ◦ ◦ ◦
◦ ◦ 1 ◦

)
(

1 ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ 1

)
,

(
◦ 1 ◦ ◦
◦ ◦ 1 ◦

)
,

(
◦ 1 ◦ ◦
◦ ◦ ◦ 1

)
We otbele�im, qe poslednite dva st�lba na C mogat da s�d�r-
�at samo elementi ot Γ = {0, 1}. Taka imame slednite v�zmo�-
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nosti da dop�lnim elementite na matricite C.(
1 Γ Γ Γ
0 2 0 0

)
,

(
2 0 0 0
0 1 Γ Γ

)
,

(
1 R 0 Γ
0 radR 1 Γ

)
(

1 R Γ 0
0 radR 0 1

)
,

(
radR 1 0 Γ
radR 0 1 Γ

)
,

(
radR 1 Γ 0
radR 0 0 1

)
Tuk R = {0, 1, 2, 3}, Γ = {0, 1} i radR = {0, 2}. Sledovatelno bro�t
na matricite C ot p�rvi� tip e 8, ot vtori� tip – 4, ot treti�
– 32 i t.n., koeto dava obwo

8 + 4 + 32 + 16 + 16 + 8 = 84,

podmodula, koeto veqe presmetnahme.



Glava 4

Spredove v proektivni
prostranstva na �elmslev

4.1 R-analozi na diza�ni

Neka R e kraen veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm i R/ radR ∼=
Fq. Da fiksirame estestveno qislo n i nenarastvawa redica ot
celi neotricatelni qisla (κ1, κ2, . . . , κn), za ko�to e izp�lneno

m ≥ κ1 ≥ κ2 ≥ . . . ≥ κn ≥ 0.

Da oznaqim s G(l)R (n, κ) (s�otvetno s G(r)R (n, κ)) mno�estvoto na
vsiqki podmoduli na RR

n (s�otvetno na Rn
R), imawi tip κ. Tova

mno�estvo nariqame Grasmanian na podmodulite ot tip κ. �sno
e, qe G(l)R (n, κ) = G(r)Ropp(n, κ), k�deto Ropp e protivopolo�ni�t pr�-
sten za R, ko�to s�d�r�a elementite na R i v ko�to umno�eni-
eto ∗ se zadava s a∗b := ba. Osven tova e oqevidno, qe za vseki ko-
mutativen veri�en pr�sten R e v sila G(l)R (n, κ) = G(r)R (n, κ). Taka
ottuk natat�k, bez ograniqenie na obwnostta, we razgle�dame
samo levi moduli i we izpuskame gorni� indeks v oznaqeni�ta.

V tozi razdel we v�vedem R-analozi na diza�ni. Mnogo
ot rezultatite, izvestni za klasiqeskite q-analozi na diza�ni
[19, 20, 21, 22] sa v sila i za R-analozite, no s�westvuvat i
n�koi razliki. V sledvawite n�kolko definicii n i l sa celi

53



54

polo�itelni qisla, a τ = (τ1, . . . , τn) i κ = (κ1, . . . , κn) sa ne-
narastvawi redici s d�l�ina n, za koito e izp�lneno

τ ≤ κ ≤ (m,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
n

).

We povtorim, qe s τ ≤ κ oznaqavame, qe τi ≤ κi za vs�ko i =
1, . . . , n.

Definici� 4.1. Edno seme�stvo D ot elementi na GR(n, κ) nari-
qame R-diza�n s parametri τ-(n, κ, `), ako vseki podmodul ot
GR(n, τ) se s�d�r�a v toqno ` podmodula ot D. V sluqa�, kogato
` = 1, diza�n�t D se nariqa Wa�nerova sistema i se oznaqava
s�s SR(τ, κ, n).

Definici� 4.2. Edno seme�stvo C ot elementi na GR(n, κ) nari-
qame pokrivaw R-diza�n CR(n, κ, τ), ako vseki element ot GR(n, τ)
se s�d�r�a v pone edin podmodul ot C.

Definici� 4.3. Edno seme�stvo T ot elementi na GR(n, κ) nari-
qame Turanov R-diza�n TR(n, κ, τ), ako vseki podmodul ot GR(n, κ)
s�d�r�a pone edin element ot T .

S drugi dumi podmodulite ot T blokirat modulite ot GR(n, κ).
N�koi klasiqeski obekti ot kra�nite geometrii mogat da se
razgle�dat kato Turanovi diza�ni. Taka naprimer, blokiraw-
ite mno�estva po otnoxenie na hiperravninite v PHG(n− 1, R)
mogat da se razgle�dat kato Turanovi R-diza�ni s κ = mn−1 i
τ = m1.

Neka S e mno�estvo ot podmoduli ot Grasmaniana G(l)R (n, κ).
Da oznaqim s�s S⊥ mno�estvoto ot ortogonalnite moduli na
modulite ot S:

S⊥ := {X⊥ | X ∈ S}.

�sno e, qe S⊥ ⊆ G(r)R (n, κ), k�deto

κ = (m− κ1,m− κ2, . . . ,m− κn).
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Teorema 4.4. Mno�estvoto ot podmoduli S ⊆ G(l)R (n, κ) e pokri-
vaw R-diza�n s parametri CR(n, κ, τ) togava i samo togava, koga-
to S⊥ e Turanov R-diza�n s parametri TR(n, τ , κ) v G(r)R (n, κ).

Dokazatelstvo. Neka S ⊆ G(l)R (n, κ) e pokrivaw R-diza�n s para-
metri CR(n, κ, τ). Za vseki modul Y ∈ G(r)R (n, τ) ortogonalni�t
modul Y ⊥ e element na G(l)R (n, τ). Sledovatelno s�westvuva el-
ement X ot R-diza�na S, ko�to s�d�r�a Y ⊥, t.e. X⊥ ⊂ Y i
X e ot tip κ. Ottuk poluqavame, qe (Y ⊥)⊥ = Y ⊃ X⊥ kato
X⊥ ∈ G(r)R (n, κ). S drugi dumi, pokazahme, qe vseki podmodul Y

ot G(r)R (n, τ) s�d�r�a pone edin podmodul ot S⊥. Sledovatelno
S⊥ e Turanov R-diza�n s parametri TR(n, τ , κ).

Obratnata posoka na tv�rdenieto se dokazva analogiqno.

Sledvawata teorema e neobhodimo uslovie za s�westvuvane
na τ-(n, κ, `)-diza�ni.

Teorema 4.5. Neka D e R-diza�n s parametri τ-(n, κ, `). Togava

|D| = ` ·

[
m
τ

]
qm[

κ
τ

]
qm

.

V qastnost,
[
κ

τ

]
qm

deli ` ·
[
m

τ

]
qm
.

Dokazatelstvo. Da prebroim po dva naqina dvo�kite (X, Y ),
k�deto X ∈ D e podmodul ot tip κ v RR

n, a Y e podmodul na
RR

n ot tip τ , ko�to se s�d�r�a v X.
Ot edna strana X mo�e da se izbere po |D| naqina i za vseki

izbor na X s�westvuvat
[
κ

τ

]
qm

v�zmo�nosti za izbor na Y , t��

kato tozi obobwen gausov koeficient zadava bro� na podmod-
ulite ot tip τ , s�d�r�awi se v modul ot tip κ. Ot druga

strana Y mo�e da se izbere po
[
m

τ

]
qm

naqina, a za vseki izbor

Y imame ` v�zmo�nosti za X, t�� kato D e τ-(n, κ, `) R-diza�n.
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Sledovatelno,

|D| ·
[
κ

τ

]
qm

= ` ·
[
m

τ

]
qm
,

koeto tr�bvaxe da se doka�e.

Teorema 4.6. Neka S e pokrivaw R-diza�n s parametri CR(n, κ, τ).
Togava

|S| ≥

[
m
τ

]
qm[

κ
τ

]
qm

.

Dokazatelstvo. Vseki podmodul ot tip κ pokriva
[
κ

τ

]
qm

podmod-

ula ot tip τ . Ot druga strana, s�westvuvat toqno
[
mn

τ

]
qm

pod-
modula ot tip τ v RR

n, otk�deto sledva �elani�t rezultat.

Va�en i centralen za tozi disertacionen trud e sluqa�t na
τ-diza�ni, za koito τ = (m, 0, . . . , 0). Za tezi τ edin τ-(n, κ, `)-
diza�n e mno�estvo ot podprostranstva ot tip κ v PHG(RR

n),
koito s�d�r�at vs�ka toqka ` p�ti. V sluqa� ` = 1 v�prosnite
diza�ni sa seme�stva ot podprostranstva ot tip κ, pokrivawi
vsiqki toqki na geometri�ta toqno vedn��. Takiva seme�stva
ot toqki se nariqat spredove.

V klasiqeskite geometrii PG(n, q) e izvestno neobhodimo i
dostat�qno uslovie za s�westvuvane na spred ot r-merni pod-
prostranstva: tak�v spred s�westvuva togava i samo togava,
kogato r+ 1 deli n+ 1 [5, 29, 49]. V ednata posoka tova tv�rde-
nie e oqevidno i sledva ot fakta, qe bro�t na toqkite v r-merno
podprostranstvo tr�bva da deli bro� na vsiqki toqki v PG(n, q).
To sledva i ot Teorema 4.5, v ko�to kra�noto pole Fq se raz-
gle�da kato trivialen veri�en pr�sten bez sobstveni ideali.
V drugata posoka dokazatelstvoto e netrivialno i se osnovava
na fakta, qe vs�ko pole e vektorno podprostranstvo nad vs�ko
svoe podpole.
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4.2 Neobhodimi uslovi� za s�westvuvane
na spredove

Da fiksirame kraen veri�en pr�sten R s indeks na nilpotent-
nost m i ostat�qno pole ot red q. Neka Π = PHG(RR

n+1) e n-
mernata proektivna geometri� na �elmslev nad R. Po-natat�k
λ = (λ1, λ2, . . . , λn+1) e nenarastvawata redica, za ko�to

m = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ λn+1 ≥ 0.

Edno mno�estvo S ot podprostranstva na Π, vs�ko ot koito
e ot tip λ, se nariqa λ-spred v Π, ako to e razbivane na mno�-
estvoto ot toqki na Π. Tova oznaqava, qe vs�ka toqka ot ge-
ometri�ta se s�d�r�a v toqno edno podprostranstvo ot S. Edno
oqevidno neobhodimo uslovie e Teorema 4.5, s�glasno ko�to
bro�t na toqkite v podprostranstvo ot tip λ tr�bva da deli
bro� na toqkite v c�lata geometri�. Kakto v sluqa� na ge-
ometriite PG(n, q), tova uslovie se okazva i dostat�qno, kogato

λ = (m,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k+1

) = mk,

t.e. podprostranstvata v spreda sa podprostranstva na �elm-
slev i asociirani s�s svobodni podmoduli na RR

n. Dokazatelst-
voto na tozi fakt obobwava klasiqeskoto dokazatelstvo za s�-
westvuvane na spredove v geometriite PG(n, q).

Teorema 4.7. [52] Neka R e veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm,
R/ radR ∼= Fq. Spred ot r-merni podprostranstva na �elmslev
v n-nernata geometri� PHG(RR

n+1) s�westvuva togava i samo
togava, kogato r + 1 deli n+ 1.

Dokazatelstvo. Neobhodimost. Bro�t na toqkite v podpros-
transtvo na �elmslev ot spreda tr�bva da deli bro� na to-

qkite v PHG(RR
n+1). Ot Teorema 2.13 sledva, qe

[
r + 1

1

]
qm

deli
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n+ 1

1

]
qm
. Ottuk poluqavame, qe qr(m−1)

qr+1 − 1

q − 1
deli qn(m−1)

qn+1 − 1

q − 1
,

t.e.
qr+1 − 1

q − 1
deli

qn+1 − 1

q − 1
, t.e. r + 1 deli n+ 1.

Dostat�qnost. We doka�em, qe uslovieto r+ 1 da deli n+ 1
e i dostat�qno za s�westvuvane na spred. Da dopusnem, qe to
e izp�lneno, t.e. n+ 1 = (r + 1)(l + 1) za n�kakvo c�lo qislo l.

S�glasno harakterizacionnata teorema za veri�ni pr�steni
(Teorema 2.2) R ∼= S[X;σ]/(g(X), ps−1X t) za n�ko� polinom na
A�zenwa�n g(X) ot stepen k, k�deto m = (s − 1)k + t. Da raz-
gledame razxirenie T na S ot stepen r + 1, t.e. T = S[Y ]/(f(Y ))
za n�kak�v polinom f(Y ) ot stepen r+ 1, ko�to e nerazlo�im po
modul p. Po-natat�k da razgledame pr�stena

Rr+1 = T [X;σ]/(g(X), ps−1X t),

v ko�to αX = Xασ za vseki element α ∈ T . Pr�sten�t Rr+1 mo�e
da se razgle�da kato svoboden modul ot rang r + 1 nad R. Taka
vseki element b ot Rr+1 mo�e da b�de zapisan kato

b = b0 + b1Y + . . .+ brY
r, bi ∈ R.

�sno e, qe Rl+1
r+1 i Rn+1 sa izomorfni kato moduli nad R. Taka

vs�ka toqka ot PHG(Rn+1
R ) mo�e da se razgle�da kato (l+1)-orka

ot elementi na Rr+1. Obratno, vs�ka naredena (l + 1)-orka nad
Rr+1, v ko�to pone edna komponenta e obratim element, mo�e da
se razgle�da kato toqka v PHG(Rl+1

r+1).
Neka γ = (γ0, . . . , γl) e netorzionen vektor v Rr+1 i da dopus-

nem, qe γ0 e obratim element v R. Izbor�t na pozici�, v ko�to
γ da s�d�r�a obratim element e nes�westven. Da razgledame
sistemata ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−γ1x0 +γ0x1 = 0
−γ2x0 +γ0x2 = 0

. . . =
...

−γkx0 +γ0xk = 0

. (4.1)
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Rexeni�ta na (4.1) obrazuvat svoboden podmodul ot rang 1 v
Rk+1
r+1 . Tozi podmodul mo�e da se razgle�da kato svoboden pod-

modul ot rang r + 1 v Rn+1, t.e. kato r-merno podprostranstvo
na �elmslev. Lesno se prover�va, qe dva podmodula ot rang
r + 1 v RR

n+1, poluqeni ot razliqni podmoduli ot rang 1 na
RR

k+1
r+1 , ne mogat da imat obw netorzionen vektor. Sledovatelno

podprostranstvata na �elmslev, predstaveni ot t�h, obrazuvat
razbivane na mno�estvoto ot toqki na PHG(RR

n+1), a s tova i
spred.

V obwi� sluqa� ot Teorema 2.8 poluqavame slednoto neob-
hodimo uslovie za s�westvuvane na spred.

Teorema 4.8. Neka v Π = PHG(RR
n+1) s�westvuva λ-spred, k�deto

λ = (λ1, λ2, . . . , λk) i m = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk > 0. Togava λ′m deli
n + 1, k�deto λ′m e svobodni�t rang na podmodul ot tip λ (t.e.
na�-malki�t qlen v dualnoto razbivane na λ).

Dokazatelstvo. T�� kato po uslovie s�westvuva λ-spred, to
bro�t na toqkite v podprostranstvo ot tip λ tr�bva da deli
bro� na toqkite v c�lata geometri�. Bro�t na toqkite v pod-
prostranstvo ot tip λ e

q
∑m−1
i=1 (λ′i−1)

[
λ′m
1

]
qm
,

a bro�t na toqkite v geometri�ta e q(m−1)(n−1)
[
n

1

]
qm
. �sno e,

qe q
∑m−1
i=1 (λ′i−1)

[
λ′m
1

]
qm

deli q(m−1)(n−1)
[
n

1

]
qm

togava i samo togava,

kogato qλ
′
m − 1 deli qn − 1, koeto ot svo� strana e v sila togava

i samo togava, kogato λ′m deli n.

Za spredove ot podprostranstva na �elmslev tova uslovie
e i dostat�qno s�glasno Teorema 4.7. kakto we demonstrirame
po-k�sno za spredove ot podprostranstva (asociirani s nesvo-
bodni podmoduli na RR

n+1), tova kombinatorno uslovie ne e
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dostat�qno. P�rvi�t tak�v primer e predstaven v [52]. Tam
e pokazano, qe za vseki veri�en pr�sten R s indeks na nilpo-
tentnost 2 e nev�zmo�no da razbiem trimernata geometri� na
�elmslev PHG(RR

4), na lenti ot s�sedni pravi, t.e. na pod-
prostranstva ot tip 2211.

V sledvawi� razdel we konstruirame xirok spekt�r ot ti-
pove λ, za koito neobhodimoto uslovie ot Teorema 4.8 se udov-
letvor�va, no v�preki tova ne s�westvuva λ-spred. Na�-napred
we razrexim n�koi tipove ot specialen vid. Sledvawata lema
se poluqava lesno ot Teorema 2.11.

Lema 4.9. Neka R e veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm, R/ radR ∼=
Fq. Neka S e podprostranstvo v PHG(RR

n+1), ot tip λ = (λ1, . . . , λn+1),
k�deto λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn+1 > 0. Togava mno�estvoto S̃, s�d�r�awo
vsiqki (m − 1)-s�sedni klasove ot toqki, s�d�r�awi se v S

e podprostranstvo v PHG(R̃R̃
n), R̃ = R/(radR)m−1, ot tip µ =

(λ1 − 1, λ2 − 1, . . . , λn+1 − 1).

Dokazatelstvo. Neka S e podprostranstvo tip λ, a [P ](m−1) e
(m − 1)-vi s�seden klas ot toqki. Ot λn > 0 sledva, qe [P ](m−1)

ili se s�d�r�a izc�lo v S ili n�ma obwi toqki s tova pod-
prostranstvo. Ottuk lesno se poluqava, qe mno�estvoto na
(m − 1)-s�sednite klasove v S obrazuvat podprostranstvo v�v
faktor-geometri�ta PHG(R̃R̃

n).

Ot Lema 4.9 poluqavame sledni� rezultat.

Teorema 4.10. Neka R e veri�en pr�sten s indeks na nilpo-
tentnost m. Ako s�westvuva λ-spred v PHG(RR

n+1), k�deto λ =
(λ1, . . . , λn+1), λ1 ≥ . . . ≥ λn+1 > 0, to s�westvuva i µ-spred v
PHG(R̃R̃

n+1), R̃ = R/(radR)m−λn+1, k�deto

µ = (λ1 − λn+1, λ2 − λn+1, . . . , λn − λn+1, 0).

Sega we opixem konstrukci� na spredove ot podprostranstva,
koito ne sa podprostranstva na �elmslev. Dokazatelstvoto
sledva standartnata shema za dokazvane na s�westvuvane na
spredove v proektivni geometrii nad kra�ni poleta. Nakratko
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t� mo�e da b�de opisana po sledni� naqin. Za daden veri�en
pr�sten R s indeks na nilpotentnost m definirame razxire-
nie Q ot stepen h s�s s�wi� indeks na nilpotentnost m. Sled
tova razgle�dame (l − 1)-merna geometri� na �elmslev nad Q

i definirame izobra�enie ψ̃ ot PHG(QQ
l) v PHG(RR

hl). Vs�ko
razbivane na PHG(QQ

l) na podprostranstva ot daden tip λ =
ma1(m − 1)a2 . . . inducira µ-spred v PHG(RR

hl), ko�to e ot tip
µ = ma1h(m− 1)a2h . . ..

Da pripomnim, qe R e fiksiran veri�en pr�sten, za ko�to
|R| = qm, R/ radR ∼= Fq. Priemame, qe q = pr i charR = ps. Da
zapixem m v�v vida m = (s− 1)l + t. S�glasno Teorema 2.2

R = S[X;σ]/(g(X), ps−1X t),

k�deto S = GR(qs, ps) i σ e avtomorfiz�m na S. �sno e, qe
S/ radS ∼= Fq. Definirame razxirenie na Galoa T = S[Y ]/(f(Y ))
za pr�stena S, k�deto f e bazovo nerazlo�im polinom nad S ot
stepen h. Sega razgle�dame pr�stena

Q = T [X;σ]/(g(X), ps−1X t). (4.2)

Oqevidno e izp�lneno |Q| = qmh i |T/ radT | = qh. Elementite na
Q mogat da se predstav�t v�v vida

a0 + a1Y + . . .+ ah−1Y
h−1, ai ∈ R.

Lesno se zabel�zva, qe vsiqki elementi, za koito vsiqki ai ot
gornoto predstav�ne sa v radR, se s�d�r�at v radikala na Q.
Sledovatelno,

{a0 + a1Y + . . .+ ah−1Y
h−1 | ai ∈ radR} ⊆ radQ, (4.3)

otk�deto | radQ| ≥ | radR|h = q(m−1)h. T�� kato radikal�t e mak-
simalen ideal za vseki veri�en pr�sten, to T/ radT i Q/ radQ
sa poleta, kato pri tova T/ radT e podpole na Q/ radQ. Sle-
dovatelno |Q/ radQ| ≥ |T/ radT | = qh, i osven tova

qmh = |Q| = |Q/ radQ|| radQ| ≥ qh · q(m−1)h = qmh.
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Ottuk sledva, qe | radQ| = q(m−1)h i ot (4.3) poluqavame, qe

radQ = {a0 + a1Y + . . .+ ah−1Y
h−1 | ai ∈ radR}. (4.4)

V sledvawata teorema pr�stenite R,Q, S se izpolzvat v smi-
s�la, iz�snen v gornite redove.

Teorema 4.11. Neka R e veri�en pr�sten, za ko�to e izp�lneno
|R| = qm, R/ radR ∼= Fq. Neka po-natat�k Q e razxirenieto na R,
definirano v (4.2). Neka n = hl i da predpolo�im, qe s�west-
vuva λ-spred v PHG(QQ

l), za ko�to

λ = (λ1, λ2, . . . , λl), m = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λl ≥ 0.

Togava s�westvuva µ-spred v PHG(RR
n), za ko�to

µ = (λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
h

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
h

, . . . , λl, . . . , λl︸ ︷︷ ︸
h

).

Dokazatelstvo. Da definirame izobra�enieto ψ : Q → Rh po
sledni� naqin: ako α = a0 + a1Y + . . .+ ah−1Y

h−1, ai ∈ R, to

ψ(α) = (a0, a1, . . . , ah−1).

Tova izobra�enie mo�e da b�de prod�l�eno po estestven naqin
i v�rhu Ql qrez

ψ̃ :

{
Ql → Rhl

(α0, α1, . . . , αl−1) → (ψ(α0), ψ(α1), . . . , ψ(αl−1))
.

da otbele�im, qe ako x = (x0, x1, . . . , xl−1) e torzionen vektor,
t.e. xi ∈ radQ za vsiqki i = 0, . . . , l− 1, to ψ̃(x) s�wo e torzionen
vektor nad R, t.e. ψ̃(x) ∈ (radR)hl (v�. (4.4)).

Neka M1 i M2 sa podmoduli na QQ
l, qieto seqenie M1 ∩M2

ne s�d�r�a netorzionen element. S drugi dumi predpolagame,
qe M1 i M2 ne s�d�r�at obw svoboden podmodul ot rang 1. Ge-
ometriqno tova oznaqava, qe podprostranstvata M1 i M2 n�mat



63

obwa toqka. Togava s�glasno (4.4) i obrazite ψ̃(M1) i ψ̃(M2)
s�wo n�mat obwa toqka. Ako

x = (x0,0, . . . , x0,h−1, x1,0, . . . , x1,h−1, . . . , xl−1,0, . . . , xl−1,h−1)

e vektor nad R, imaw pone edna obratima komponenta, to togava
to� e obraz ψ̃(y) na vektor

y = (y0, y1, . . . , yl−1)

nad Q, za ko�to yi = xi,0+xi,1Y +. . .+xi,h−1Y
h−1. Sledovatelno, ako

mno�estvoto S = {S1, S2, . . .} ot podprostranstva na PHG(QQ
l) e

razbivane na toqkite na PHG(QQ
l), to togava i

S ′ = {ψ̃(S1), ψ̃(S2), . . .}

e razbivane na toqkite na PHG(RR
n).

Sega, ako S se s�stoi ot podprostranstva ot tip λ, to vs�ko
S ∈ S se predstav� kato

S = θm−λ1e1 + θm−λ2e2 + . . .+ θm−λlel,

k�deto ei e netorzionen vektor nad Q, t.e. vs�ko ei pora�da
podmodul na Ql ot tip m1. T�� kato Q e svoboden modul ot
rang h nad R, to vektorite ψ̃(eiY

j), j = 0, . . . , h − 1, pora�dat
svoboden modul ot tip mh. Ottuk sledva, qe ako S e spred ot
podprostranstva ot tip λ na PHG(QQ

l), to

S ′ = {ψ̃(S) | S ∈ S}

e µ-spred na PHG(RR
hl), k�deto µ = λh1λ

h
2 . . ..

Neka [P ] e s�seden klas ot toqki v PHG(RR
n), k�deto, kakto

i po-gore, R e veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm, R/ radR ∼= Fq.
S�sedni�t klas [P ] e podmodul ot tip m1(m− 1)n−1 i e izomor-
fen na afinnata geometri� AHG((R/(radR)m−1)n). Tv�rdim, qe
za vs�ka (n − 1)-orka (λ1, . . . , λn−1), za ko�to m − 1 ≥ λ1 ≥ . . . ≥
λn−1 ≥ 0, s�westvuva razbivane na [P ] na podprostranstva ot
tip (m,λ1, . . . , λn−1).
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Tozi fakt mo�e da se doka�e qrez dvo�na indukci� po m i n.
Fakt�t e oqeviden za m = 1 i vsiqki n (tova e sluqa�t, kogato
R e kra�no pole), kakto i za n = 2 i vsiqki m (tova e sluqa�t,
kogato geometri�ta e proektivna prava).

Neka λn−1 > 0 i da razgledame induciranata geometri�, ko�-
to se poluqava ot (m−1)-vite klasove na s�sedstvo, s�sto�wi se
ot toqki v [P ]. S�westvuvaneto na �elanoto razbivane sledva
po indukci� ot s�westvuvaneto na razbivane ot tip (m− 1, λ1−
1, . . . , λn−1−1) v AHG((R/(radR)m−2)n). Ako λn−1 = 0, razgle�dame
razbivaneto na [P ] ∼= AHG((R/(radR)m−1)n) na usporedni hiper-
ravnini, izomorfni na AHG((R/(radR)m−1)n−1) i izpolzvame owe
vedn�� indukcionnoto dopuskane v�v vs�ka ot t�h.

Tova nabl�denie zaedno s Teorema 4.11 vodi do slednoto
dostat�qno uslovie za s�westvuvane na spredove.

Teorema 4.12. Neka R e veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm,
R/ radR ∼= Fq, i neka n e c�lo polo�itelno qislo. Za vseki
delitel h na n i za vseki tip

λ = mh(m− 1)am−1h(m− 2)am−2h . . . 1a1h,

k�deto ai ≥ 0 i 1 + a1 + . . . + am−1 =
n

h
, s�westvuva λ-spred v

PHG(RR
n).

Edin va�en v�pros, ko�to v�znikva e dali s�westvuvat λ-
spredove za tipove, koito ne se pokrivat ot onezi, harakter-
izirani s uslovi�ta v Teorema 4.12. Ako ne s�westvuvat drugi
spredove, to bihme poluqili slednoto neobhodimo i dostat�qno
uslovie za s�westvuvane na λ-spred:

V PHG(RR
n) s�westvuva λ-spred togava i samo togava, kogato

λ′m deli n, kakto i vsiqki λ′i za i = 1, . . . ,m. Kakto navs�k�de
dotuk λ′ = (λ′1, . . . , λ

′
m) e dualnoto razbivane na λ.

Tova, qe podprostranstvata v edin spred ne se presiqat ne
oznaqava, qe asociiranite s t�h moduli se presiqat samo v
nulevi� vektor. Vs�wnost mo�e da se doka�e, qe v konstrukci�-
ta, predstavena v dokazatelstvoto na Teorema 4.7, se poluqa-
vat moduli s gol�mo neprazno seqenie (koeto obaqe ne s�d�r�a
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svobodni podmoduli). Mo�e da se zadade v�pros za s�westvu-
vaneto na spredove, v koito seqenieto na vseki dva podmodula
v spreda e minimalno. Za spredove ot pravi v PHG(RR

4) tova
oznaqava, qe nikoi dve ot pravite ne sa s�sedi.

Za veri�ni pr�steni s indeks na nilpotentnost 2 takiva
spredove sa konstruirani s pomowta na komp�t�r za pr�sten-
ite s qetiri i devet elementa. Lesno se poluqava, qe v p�rvi�
sluqa� tak�v spred s�westvuva: 20 pravi (za pr�steni s 4 el-
ementa) i 90 pravi (za pr�steni s 9 elementa). Va�na nerex-
ena zadaqa e problem�t za s�westvuvane na takiva spredove za
vseki veri�en pr�sten s indeks na nilpotentnost 2.

Po-dolu sa predstaveni spredove ot pravi v PHG(RR
4), za

dvata veri�ni pr�stena s |R| = 4. Pravite v spreda sa pred-
staveni s matrici v standartna forma.

Za pr�stena Z4 spred�t s�d�r�a slednite pravi:

(
1 0 0 1
0 1 2 1

)
,

(
1 0 2 0
2 1 2 1

)
,

(
0 1 0 3
2 0 1 0

)
,

(
1 0 0 2
0 2 1 0

)
(

1 0 0 3
0 1 1 0

)
,

(
1 3 0 2
0 2 1 2

)
,

(
1 0 3 0
0 1 1 2

)
,

(
0 1 3 0
0 0 0 1

)
(

1 2 0 2
0 0 1 3

)
,

(
1 0 2 1
0 1 2 0

)
,

(
2 1 0 3
0 0 1 1

)
,

(
0 0 1 0
2 2 0 1

)
(

1 0 2 3
0 1 1 3

)
,

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
,

(
1 0 1 0
0 0 2 1

)
,

(
1 3 3 0
0 2 0 1

)
(

1 1 0 2
0 2 1 1

)
,

(
1 0 1 1
0 1 1 2

)
,

(
1 0 3 2
0 1 1 1

)
,

(
1 0 1 3
0 1 0 2

)
Za drugi� veri�en pr�sten s qetiri elelmenta, F2/(X

2) spre-
d�t s�d��a slednite pravi:
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(
1 0 0 1
0 1 X 1

)
,

(
1 1 +X 0 X
0 0 1 1

)
,

(
1 0 0 0
0 1 0 0

)
,

(
X 0 1 0
X X 0 1

)
,

(
1 1 0 X
0 0 1 X

)
,

(
X 1 0 1 +X
X 0 1 1

)
,

(
1 0 X 1 +X
0 1 1 +X 1

)
,

(
1 X 0 X
0 0 1 1 +X

)
,

(
0 1 0 1 +X
0 0 1 0

)
,

(
1 0 1 X
0 1 1 1

)
,

(
1 0 X 0
0 1 0 1

)
,

(
1 0 0 X
0 X 1 0

)
(

1 0 0 1 +X
0 1 1 0

)
,

(
1 1 +X 1 0
0 X X 1

)
,

(
1 0 1 1
0 1 1 +X X

)
,

(
X 1 1 +X 0
0 0 X 1

)
,

(
1 0 1 0
0 1 X X

)
,

(
1 0 1 +X 0
0 0 0 1

)
,

(
1 0 X 1
0 1 X 0

)
,

(
1 0 1 1 +X
0 1 0 X

)

4.3 Nes�westvuvane na spredove ot oprede-
len tip

Izvestno e, qe v geometriite PHG(RR
n), k�deto n ≥ 4 e qetno

qislo i R e veri�en pr�sten s indeks na nilpotentnost 2, ne
s�westvuvat λ-spredove, za koito λ = 2n/21n/2−1 ([52], Teorema
14). Tozi rezultat mo�e da se obobwi za veri�ni pr�steni
s proizvolen indeks na nilpotentnost m: ne s�westvuvat λ-
spredove s λ = mn/2(m − 1)n/2−1 v proektivnite geometrii na
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�elmslev PHG(RR
n), k�deto R e veri�en pr�sten s indeks na

nilpotentnost m. Dokazatelstvoto na tozi fakt povtar� st�p-
kite na tova, koeto e privedeno v [52].

V tozi razdel we obobwim Teorema 14 ot [52] v malko po-
razliqna posoka. We doka�em, qe v geometrii s neqetna (proek-
tivna) razmernost nad veri�ni pr�steni s indeks na nilpo-
tentnost 2 ne s�westvuvat λ-spredove s λ = 2n/21a, k�deto a e
proizvolno c�lo qislo, za koeto 1 ≤ a ≤ n

2
− 1. Da otbele�im,

qe s�glasno Teorema 4.12 s�westvuvat λ-spredove pri λ = 2n/2

i λ = 2n/21n/2. Sledovatelno dokazatelstvoto za nes�westvu-
vane mo�e da se razgle�da kato st�pka v posoka na dokazvane
na hipotezata, izkazana v kra� na predni� razdel.

Teorema 4.13. Neka R e kraen veri�en pr�sten s indeks na
nilpotentnost 2 i neka Π = PHG(RR

n), n ≥ 4 qetno qislo, e
proektivna geometri� na �elmslev nad R. Togava za nikoe a,
1 ≤ a ≤ n/2, v geometriite Π = PHG(RR

n) ne s�westvuva λ-spred
za λ = 2n/21a.

Dokazatelstvo. Da dopusnem, qe s�westvuva λ-spred S s pod-
prostranstva ot tip λ, kato λ e ot vida, ukazan v uslovieto
na teoremata. Bro�t na toqkite v podprostranstvo ot tip λ e
raven na

q
n
2
+a−1 q

n
2 − 1

q − 1

(s�glasno Teorema 2.8). Sledovatelno bro�t na podprostranst-
vata v S e raven na

qn−1 q
n−1
q−1

q
n
2
+a−1 q

n
2 −1
q−1

= q
n
2
−a(q

n
2 + 1).

Neka sega razgledame podprostranstvo S ot tip λ i neka [H]
e s�seden klas ot hiperravnini, t.e. podprostranstvo ot tip
2n−11. V�zmo�nite tipove na seqeni�ta na S s�s s�sedni� klas
[H], t.e. v�zmo�nite tipove na modula S ∩ [H] sa slednite:
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(a) 2
n
2 1a – tova se sluqva, kogato S se s�d�r�a v s�sedni� klas

[H];

(b) 2
n
2
−11a+1.

Otnovo s�glasno Teorema 2.8 poluqavame, qe v sluqa� (a)
seqenieto S ∩ [H] s�d�r�a qn−a−1(qn/2 − 1)/(q − 1) toqki, dokato
v sluqa� (b) s�woto seqenie ima qn−a−1(qn/2−1 − 1)/(q − 1) to-
qki. Da oznaqim s x bro� na podprostranstvata S ∈ S, koito
presiqat [H] v podprostranstvo ot tip (a); analogiqno s y oz-
naqavame bro� na podprostranstvata ot S, imawi tip (b). T��
kato ograniqeni�ta na podmno�estvata ot S v�rhu [H] obrazu-
vat razbivane na [H], poluqavame slednata sistema:

x + y = qn/2−a(qn/2 + 1)

qn/2+a−1 q
n/2−1
q−1 x + qn/2+a−1 q

n/2−1−1
q−1 y = qn−1 q

n/2−1
q−1

.

Tazi sistema ima edinstveno rexenie

x = qn/2−a, y = qn−a. (4.5)

Ottuk sledva, qe vseki s�seden klas ot hiperravnini s�d�r�a
toqno qn/2−a podprostranstva ot spreda.

Da izsledvame v�zmo�nite seqeni� na proizvolno podpros-
transtvo ot tip λ i hiperravnina Π. T�� kato hiperravninite
sa podprostranstva ot tip 2n−1, to s�westvuvat qetiri v�z-
mo�ni tipa za seqeni�ta S ∩H:

(c) 2n/21a kato v tozi sluqa� S∩H s�d�r�a qn/2+a−1(qn/2−1)/(q−1)
toqki;

(d) 2n/21a−1 kato v tozi sluqa� S∩H s�d�r�a qn/2+a−2(qn/2−1)/(q−
1) toqki;

(e) 2n/2−11a+1 kato v tozi sluqa� S ∩H s�d�r�a qn/2+a−1(qn/2−1−
1)/(q − 1) toqki;

(f) 2n/2−11a kato v tozi sluqa� S ∩ H s�d�r�a qn/2+a−2(qn/2−1 −
1)/(q − 1) toqki.
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Da oznaqim s u, v, w i t bro� na podprostranstvata ot S, pre-
siqawi H v podprostranstvo ot tip, s�otvetno, (c), (d), (e) i (f).
Neka otbele�im, qe ako S∩H e ot tip (c), (d) ili (e), to S ⊆ [H].
Ot tova nabl�denie poluqavame

u+ v + w = qn/2−a, t = qn−a.

Sega, prebro�va�ki toqkite v H, poluqavame:

qn/2+a−1
qn/2 − 1

q − 1
u+ qn/2+a−2

qn/2 − 1

q − 1
v + qn/2+a−1

qn/2− − 1

q − 1
w+

qn/2+a−2
qn/2−1 − 1

q − 1
= qn−2

qn−1 − 1

q − 1
,

otk�deto

q(qn/2 − 1)u+ (qn/2 − 1)v + q(qn/2−1 − 1)w = qn/2−a(qn/2 − 1). (4.6)

Oqevidno imame (q, qn/2 − 1) = 1 i (qn/2−1 − 1, qn/2 − 1) = (n/2 −
1, n/2) = 1 otk�deto sledva, qe qn/2 − 1 deli w. T�� kato

w ≤ u+ v + w = qn/2−a < qn/2 − 1,

poluqavame w = 0. Ottuk sledva, qe

u + v = qn/2−a

qu + v = qn/2−a
.

koeto ima edinstveno rexenie u = 0, v = qn/2−a. Tova e izp�l-
neno za vseki izbor na hiperravnina H. No H mo�e da se izbere
po tak�v naqin, qe da s�d�r�a podprostranstvo ot spreda. Ot-
tuk poluqavame �elanoto protivoreqie.
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