
ÀÂÒÎÐÑÊÀ ÑÏÐÀÂÊÀ ÇÀ ÍÀÓ×ÍÈß ÏÐÈÍÎÑ

îò äîö. ä-ð Äàíàèë Ñòåôàíîâ Áðåçîâ

Îïèñàíèå íà ïóáëèêàöèèòå (ïî ðåäà, èçëîæåí â ñïèñúêà):

[1 ] Â òàçè ãëàâà ñå ðàçãëåæäàò íèñêîðàçìåðíè ãåîìåòðè÷íè ìîäåëè âúðõó ïîëåòî íà ðàöèîíàëíèòå
÷èñëà, ïîñòðîåíè êàòî õîìîãåííè ïðîñòðàíñòâà îò êëèôîðäîâè àëãåáðè ñ öåëî÷èñëåíè êîåôèöè-
åíòè. Ïðîñëåäÿâà ñå âðúçêàòà ñ ãàóñîâèòå (ñúîòâåòíî êâàòåðíèîííèòå) ïðîñòè ÷èñëà, ïèòàãîðî-
âèòå ñïèíîðè è äèñêðåòíèòå ðàçñëîåíèÿ íà Hopf. Ñïåöèàëíî âíèìàíèå å îáúðíàòî íà çàäà÷àòà
çà ðàçëàãàíå íà äâèæåíèÿòà ïðè òàçè êîíñòðóêöèÿ, êàòî ñå îò÷èòà ðàçëèêàòà ìåæäó ñëó÷àèòå ñ
åâêëèäîâà è õèáåðáîëè÷íà ìåòðèêà. Ãðóïèòå íà äâèæåíèå ñà ïîñòðîåííè ñ äóàëíî ðàçøèðåíèå,
êîìåíòèðàíà å âúçìîæíîñòòà çà îáîáùåíèå â ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñòè, êàêòî è èçãðàæäàíåòî íà
êâàçè-äèôåðåíöèàëíà ãåîìàòðèÿ âúðõó òåçè îáåêòè, ïîëçâàéêè àïàðàòà íà íåñòàíäàðòíèÿ àíàëèç.
Ïðåäëîæåíè ñà è ïðèìåðè îò ôèçèêàòà: äðîáíî-ëèíåéíîòî ðàçëàãàíå ïðè åäíîìåðíàòà çàäà÷à çà
êâàíòîâî ðàçñåéâàíå è ðàöèîíàëíàòà ïàðàìåòðèçàöèÿ çà ò.íàð. �ìàëêè ãðóïè íàWigner� â SO+(3, 1).

[2 ] Íà áàçàòà íà ïîëó÷åíî ïî-ðàíî íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ðàçëîæèìîñò íà òðèìåðíè
ðîòàöèè ñ îáîáùåíè úãëè íà Euler, ñòàòèÿòà èçñëåäâà âúïðîñà çà êðàéíîòî ïîðàæäàíå íà åëåìåíòè
â SO(3) ïðè çàäàäåíè äâà èëè ïîâå÷å ãåíåðàòîðà ïîä ôîðìàòà íà òî÷êè âúðõó åäèíè÷íàòà ñôåðà.
Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî îöåíêà çà äúëæèíàòà íà ãåîäåçè÷íèÿ ïúò, ñâúðçâàù òåçè òî÷-
êè, êîåòî îáîáùàâà êëàñè÷åñêèÿ ðåçóëòàò íà Lowenthal çà ðàçëàãàíå ñ äâà ãåíåðàòîðà. Ðàçãëåäàíè
ñà è âúçìîæíîñòèòå çà îïòèìèçàöèÿ, êîèòî ïî-ãîëåìèÿò áðîé ôàêòîðè â ðàçëàãàíåòî ïðåäëàãà,
êîìåíòèðàí å è íåõîìîãåííèÿ ñëó÷àé, ïðè êîéòî îáîáùåíèåòî ñå äàâà îò �ïðèíöèïà çà òðàíñôåðà�.

[3 ] Ñòàòèÿòà ñå ôîêóñèðà îñíîâíî âúðõó ñòàòèñòè÷åñêà îáðàáîòêà íà äàííè, êîíñòðóèðàíå è òðå-
íèðàíå íà ìîäåëè çà ìàøèííî îáó÷åíèå, öåëÿùè äà ïîïúëíÿò ëèïñâàùà èíôîðìàöèÿ â êàðòàòà
íà ñòîëè÷íèÿ òðàôèê, çàìúðñÿâàíå ñ àçîòíè îêñèäè è äðóãè êëþ÷îâè ïîêàçàòåëè çà êà÷åñòâîòî
íà æèâîò â Ñîôèÿ. Çà äà ïðåîäîëååì äåôèöèòà íà äàííè îò èçìåðâàíèÿ, ïðèëàãàìå êîëåêòèâíè
ðåãðåñèîííè ìîäåëè (Random Forest è Extreme Gradient Boosting) â äâà åòàïà çà ïúðâîñòåïåííàòà,
è ñúîòâåòíî âòîðîñòåïåííàòà óëè÷íà ìðåæà. Îöåíêàòà çà òî÷íîñòòà íà ïðåäñêàçàíèòå ðåçóëòàòè å
ïîâèøåíà äîïúëíèòåëíî ïîðàäè èçïîëçâàíåòî íà ñúâðåìåííè AutoML áèáëèîòåêè â Python, êîèòî
êîìáèíèðàò ïî íÿêîëêî ìîäåëà çà åäíà è ñúùà çàäà÷à (stacking), è òàêà ïîäîáðÿâàò åôåêòèâíîñòòà.

[4 ] Ïîäîáíî íà ïðåäèøíàòà ïóáëèêàöèÿ, è òàçè å ÷àñò îò êîëåêòèâíè óñèëèÿ ïî íàó÷åí ïðîåêò ½Ðàçðà-
áîòâàíå íà ìåòîäîëîãèÿ çà îöåíêà êà÷åñòâîòî íà âúçäóõà è âëèÿíèåòî ìó âúðõó ÷îâåøêîòî çäðàâå
â ãðàäñêà ñðåäà� ïî ÔÍÈ. Çà ðàçëèêà îò íåÿ îáà÷å, òóê íå ñúì âîäåù àâòîð è ïðèíîñúò ìè å ïî-
ñêðîìåí: îñâåí ñ ðåãðåñèîííèÿ ìîäåë, îïèñâàù êîíöåíòðàöèÿòà íà àçîòíè îêñèäè â ãðàäñêà ñðåäà,
ñúì ïîìàãàë è ñ îñèãóðÿâàíåòî íà ïðåäñòàâèòåëíîñò â ñîöèîëîãè÷åñêîòî ïðîó÷âàíå, ñúïúòñòâà-
ùî ñòàòèñòè÷åñêàòà îöåíêà íà äúëãîñðî÷íèòå åôåêòè. Èçëåäâàëè ñìå âëèÿíèåòî íà ãðàäñêèÿ ùóì
è çàìúðñÿâàíå, êàêòî è äîñòúïà äî çåëåíè ïðîñòðàíñòâà, âúðõó ÷îâåøêîòî çäðàâå ñïîðåä àíêåòèòå.

[5 ] Ðåàëèçàöèÿòà íà ãðóàïàòà íà Lorentz êàòî êîìïëåêñíà ïðîåêòèâíà ïðàâà ñ äîïúëíèòåëíà ñòðóêòó-
ðà (êâàòåðíèîííî óìíîæåíèå) ïîçâîëÿâà äà ñå ïðàâÿò ðåäèöà àíàëîãèè ìåæäó ïîçíàòè ôåíîìåíè
îò êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà íà Newton è åêçîòè÷è åôåêòè â Ñïåöèàëíà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà.
Òàçè ñòàòèÿ ñå âúçïîëçâà îò âúçìîæíîñòòà, êàòî èçñëåäâà �êîìïëåêñíàòà êèíåìàòèêà� ïðè ïñåâäî-
ðîòàöèèòå â R3,1 è ñúîòâåòíî ïðè åëåêòðîìàãíèòíî ïîëå âúâ âàêóóì. Îñíîâåí ïðèìåð å äîáðå
ïîçíàòèÿò åôåêò íà Coriolis, êîéòî òóê ñå èíòåðïðåòèðà êàòî (êëàñè÷åñêà) ãåîìåòðè÷íà ôàçà, è â
êîìïëåêñíàòà ðåàëèçàöèÿ ñå ñâúðçâà ñ ïðåöåñèÿòà íà Thomas, åôåêòà íà Sagnac è òîçè íà Hall,
ïðèëåæíî èçñïåäâàíè â ðàçëè÷íè îáëàñòè îò òåîðèÿòà íà ñâåòëèíàòà è åëåìåíòàðíèòå ÷àñòèöè.
Êîìåíòèðàíà å âðúçêàòà ñ ðàçëîåíèÿòà íà Hopf è òåõíèòå íå-êîìïàêòíè àíàëîçè, çíà÷åíèåòî çà
êâàíòîâèòå èç÷èñëåíèÿ, è âúçìîæíîñòòà çà ôèçè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà êîìïëåñíèÿ úãëîâ ìîìåíò.
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[6 ] Òóê ïðåäëàãàìå ðåøåíèå íà åäèí ïðàêòè÷åí âúïðîñ: êàê ñå îðèåíòèðà åñêàäðèëà îò ëåòöè (èëè
äðîíîâå-ðîáîòè) ïðè ëèïñà íà íàâèãàöèÿ èëè ðåôåðåíòåí îáåêò çà ëîêàëèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâîòî?
Äâóìåðíèÿò ñëó÷àé (íàïðèìåð òàíêîâ áàòàëüîí â ïóñòèíÿòà) å çíà÷èòåëíî ïî-ïðîñò è ñå ðåàëèçèðà
ëåñíî ñ êîìïëåêñíè ÷èñëà, ïðåäñòàâåíè â òðèãîíîìåòðè÷åí âèä, à ïðè íåêîìóòàòèâíèòå òðèìåðíè
ðîòàöèè ñå îêàçâà óäîáíî äà ïîëçâàìå ïðîåêòèâíè êâàòåðíèîíè ïîðàäè ïî-ìàëêèÿ áðîé ïàðàìåòðè.
Ñ ïðèëàãàíå íà íÿêîè ñúîáðàæåíèÿ çà ñèìåòðèÿ ñâåæäàìå ðåøåíèåòî äî ïðåñè÷àíå íà êâàäðèêè,
êàòî óñëîâèÿòà çà ñúâìåñòèìîñò íà ñèñòåìàòà çàâèñÿò îò çðèòåëíèÿ úãúë íà êàìåðèòå è ïúðâî-
íà÷àëíàòà èì îðèåíòàöèÿ. Íàïðàâèëè ñìå ñúùî òàêà îöåíêà çà ñðåäíèÿ áðîé îáåêòè, êîèòî âñÿêà
êàìåðà �âèæäà�, à â êðàÿ êîìåíòèðàìå è ñúîòâåòíàòà êèíåìàòè÷íà çàäà÷à (íåïðåêúñíàòèÿ ñëó÷àé).

[7 ] Ñòàòèÿòà ðàçãëåæäà õèïåð-êîìïëåêñíèòå àëãåáðè, ïðîèçëèçàùè îò èòåðèðàíîòî âåêòîðíî ïðîèç-
âåäåíèå â C3, êàêòî è àíàëèòè÷íèòå ñâîéñòâà íà ôóíêöèè, äåéñòâàùè â òÿõ (îáîáùåíè óñëîâèÿ íà
Cauchy-Riemann). Ñàìèòå êîìïëåêñíè ÷èñëà âúçíèêâàò îò îãðàíè÷àâàíåòî íà òàçè êîíñòðóêöèÿ
âúðõó ðåàëíèÿ ñëó÷àé, íî òÿ ñúäúðæà è ïî-åêçîòè÷íè ïðåäñòàâèòåëè, êàòî ïàðà-êîìïëåêñíàòèòå,
áè-êîìïëåêñíèòå è äóàëíèòå àëãåáðè, íàðåä ñ íå òîëêîâà èçâåñòíè ïðèìåðè. Â ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñ-
òè âìåñòî âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå ïîëçâàìå âúíøíî óìíîæåíèå, ñïðåãíàòî ñ îïåðàòîðà íà Hodge.
Êîíñòðóêöèÿòà å ïðèëîæåíà çà �àëãåáðèçèðàíå� ïîäâèæíèÿ ðåïåð íà Cartan âúðõó ãëàäêà êðèâà.

[8 ] Â òàçè ñòàòèÿ ñå âúâåæäà êîìïëåêñíî-äóàëåí àíàëîã íà ðîòàöèîííàòà ôîðìóëà íà Rodrigues çà
îðòîãîíàëíè îïåðàòîðè â C3[ε]. Ñ íåéíà ïîìîù å èçâåäåí àëãîðèòúì çà ñòåïåíóâàíå è êîðåíóâàíå
íà òàêèâà îïåðàòîðè, îáîáùàâàù êîíñòðóêöèÿòà íà De Moivre â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Êîìáèíè-
ðàí ñ ïîëÿðíî ðàçëàãàíå, ìåòîäúò äàâà ðåøåíèå çà ïðîèçâîëíè îïåðàòîðè, êàòî â íèëïîòåíòíèÿ
ñëó÷àé òî å èçóìèòåëíî ïðîñòî. Ðàçëàãàíåòî so4 ∼= so3 ⊕ so3 ïðåíàñÿ ðåçóëòàòà è çà ëèíåéíè îïå-
ðàòîðè â C4[ε], êàòî ïðè ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñòè çà ðàçëîæèìè åëåìåíòè íà ãðóïàòà âëàãàíåòî íà
Pl�ucker îñèãóðÿâà åôåêòèâíà ðåäóêöèÿ íà äåéñòâèåòî, êîÿòî ìîæå ëåñíî äà ñå îïèøå ñ òåõíèêè,
çàèìñòâàíè îò àëãåáðè÷íàòà ãåîìåòðèÿ, êàêòî ïîêàçâàì â ïî-ðàííà ñòàòèÿ. Òàçè ðåäóêöèÿ çàïàçâà
ñòàíäàðòíè ñòðóêòóðè îò òðèìåðíèÿ ñëó÷àé, êàòî íàïðèìåð ðàçëàãàíåòî â îáîáùåíè úãëè íà Euler.

[9 ] Ðàáîòàòà å ïîñâåòåíà íà ïðîåêòèâíàòà êâàòåðíèîííà òåõíèêà è íåéíèòå ïðèëîæåíèÿ â îïèñàíèåòî
íà íèñêî-ðàçìåðíè ãðóïè íà äâèæåíèÿ - îò êëàñè÷åñêèÿ ñëó÷àé íà âúðòåíå ñ íåïîäâèæíà òî÷êà, äî
ãðóïèòå íà Galileo è Lorentz. Ôîêóñúò å âúðõó ïðîåêòèâíîòî îïèñàíèå íà êèíåìàòèêàòà (Maurer-
Cartan) è ëþáîïèòíîòî ãåîìåòðè÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó êðèâè â CP3 (ãðóïîâîòî ìíîãîîáðàçèå)
è C3 (îáîáùåíàòà úãëîâà ñêîðîñò). Kîìåíòèðàí å äóàëíèÿò ñëó÷àé, êàêòî è äèíàìè÷íèòå àñïåê-
òè íà êîíñòðóêöèÿòà, ïîêàçàíè ñà êîíêðåòíè ïðèìåðè ñ àêöåíò âúðõó ïðèëîæåíèÿòà âúâ ôèçèêàòà.

[10 ] Ñ ïîìîùòà íà êâàòåðíèîííà òåõíèêà ïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà íà øèðîê êëàñ êèíåìàòè÷íè çàäà÷è
âúâ âèäà íà SU(2)-ïðîïàãàòîð è RP3 âåêòîð-ïàðàìåòúð. Îòíà÷àëî ñà ñèñòåìàòèçèðàíè âñè÷êè äâè-
æåíèÿ ñ ôèêñèðàíî íàïðàâëåíèå íà úãëîâàòà ñêîðîñò (èëè ìàãíèòíîòî ïîëå â êâàíòîâî-ìåõàíè÷íèÿ
àíàëîã). Ñëåä òîâà îïèñâàìå ðîòàöèè ñ ïðåöåñèðàùà úãëîâà ñêîðîñò, êîåòî ïðè ñïèíîâè ñèñòåìè
ñúîòâåòñòâà íà Rabi-îñöèëàòîðà, èçïîëçâàí â ÿäðåíî-ìàãíèòíèÿ ðåçîíàíñ è êâàíòîâèòå êîìïþòðè.
Íàêðàÿ ñ ïîìîùòà íà ñòàíäàðòíà òåõíèêà, èçâåñòíà êàòî �êàðòèíà íà âçàèìîäåéñòâèåòî�, ïîëó÷à-
âàìå ðåøåíèÿòà â îáùèÿ ñëó÷àé, ñ ïðîñòî óñëîâèå çà èíòåãðóåìîñò, îáîáùàâàùî ðåçîíàíñà íà Rabi,
êîéòî â òîçè êîíòåêñò èíòåðïðåòèðàìå êàòî àëãåáðè÷íî óñëîâèå çà ðàçëîæèìîñò íà ïðîïàãàòîðà.
Àêî óñëîâèÿòà íå ñà èçïúëíåíè, èìàìå èòåðàòèâíà ïðîöåäóðà, áàçèðàíà íà ðàçëàãàíåòî íà Magnus.

[11 ] Ðàçãëåäàíà å àëòåðíàòèâíà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà òðèìåðíè åâêëèäîâè âúðòåíèÿ, áàçèðàíè íà ðàç-
ëàãàíå ñïðÿìî äâå îñè, ïúðâàòà îò êîèòî å ôèêñèðàíà, à âòîðàòà ïðåöåñèðà îêîëî íåÿ ïî ïîäõîäÿù
íà÷èí, òàêà ÷å äà îñèãóðè óñëîâèåòî çà ðàçëîæèìîñò. Äâåòå îñè îñòàâàò ïðåç öÿëîâî âðåìå âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíè, êîåòî çíà÷èòåëíî îïðîñòÿâà ïðåñìÿòàíèÿòà. Çàäà÷àòà èìà è õèïåðáîëè÷åí
àíàëîã ñ ïðèëîæåíèÿ â òåîðèÿòà íà ðàçñåéâàíåòî, êîéòî å îáñúäåí â äðóãà ïóáëèêàöèÿ Ôîêóñúò
òóê å âúðõó ìåõàíèêàòà íà òâúðäî òÿëî: ïîëó÷åíè ñà èçðàçè çà îïåðàòîðà íà úãëîâèÿ ìîìåíò è
ëàïëàñèàíà â òàçè ïàðàìåòðèçàöèÿ, èçâåäåíè ñà êèíåìàòè÷íèòå è äèíàìè÷íè óðàâíåíèÿ, íàìåðåí
å êëàñ îò àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ, îáñúäåíè ñà ðàçëè÷íè âúçìîæíîñòè çà èìïëåìåíòàöèè è îáîáùåíèÿ.
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[12 ] Â ñòàòèÿòà ñå ïðåäëàãàò àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà çà ðàçëàãàíå íà òðèìåðíè ðîòàöèè â
îáîáùåíè úãëè íà Euler (ñïðÿìî ïðîèçâîëíè îñè). Ðåøåíèÿòà ñà èçðàçåíè ÷ðåç êîìïîíåíèòå íà
âåêòîð-ïàðàìåòúðà (âåêòîðà íà Rodrigues) çà êîìïîçèòíîòî âúðòåíå â áàçèñà, îáðàçóâàí îò èí-
âàðèàíòíèòå îñè, êàòî â êîïëàíàðíèÿ ñëó÷àé òîçè áàçèñ ñå äîïúëâà ñ íîðìàëàòà êúì ðàâíèíàòà.
Èçïîëçâàíè ñà äðîáíî-ëèíåéíè âðúçêè çà êîâàðèàíòíèòå è êîíòðàâàðèàíòíè êîìïîíåíòè â îáîá-
ùåíèÿ áàçèñ, îïðåäåëÿù ðàçëàãàíåòî. Èçñëåäâàíè ñà ñèíãóëÿðíèòå ðåøåíèÿ è áåçêðàéíèòå òî÷êè.

Äðóãè ïóáëèêàöèè

Â ñòàòèèòå, ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöèÿòà, å ïðåäñòàâåíà ñèñòåìàòè÷íî ò.íàð. �âåêòîðíà ïàðàìåòðèçàöèÿ�
êàêòî â åâêëèäîâèÿ, òàêà è â õèïåðáîëè÷íèÿ ñëó÷àé, ïîñðåäñòâîì ïðîåêòèâèçàöèÿ íà ñúîòâåòíàòà ãðóïà
íà Cli�ord (êâàòåðíèîííà èëè ïñåâäî-êâàòåðíèîííà). Íèñêîðàçìåðíèòå ñëó÷àè íà åâêëèäîâè è ëîðåíöîâè
ìåòðèêè ñå ïîëó÷àâàò áåç îñîáåíè óñèëèÿ, à ïðè ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñòè (íî âñå ïàê â îáõâàòà íà àëãåá-
ðèòå íà Hurwitz) ìîãàò äà ñå ïîëçâàò ôîðìàëíè äðîáíî-ëèíåéíè ôóíêöèè ñ ò.íàð. �ìàòðèöè íà Vahlen�.
Åäèí îò ïðèíîñèòå íà ïî-êúñíèòå ñòàòèè å ôîðìàëèçèðàíåòî íà òîçè ìåòîä è ïîñòàâÿíåòî ìó â êîíòåêñòà
íà ãåîìåòðè÷íèòå àëãåáðè. Òîâà ïîçâîëÿâà èçâåñòíà ñâîáîäà íà èçðàçÿâàíåòî: íàïðèìåð ïðè îïèñàíèåòî
íà ãðóïàòà íà Lorentz èìàìå íà ðàçïîëîæåíèå ðàöèîíàëíî ïðåäñòàâÿíå ñ åäèííà ôîðìóëà íà Rodrigues
(â ïî-øèðîê ñìèñúë, íà Cayley) çà âñè÷êè òèïîâå ïðåîáðàçóâàíèÿ, âêëþ÷èòåëíî íå-îðòîõðîííèòå, êîèòî
ñå ïîëó÷àâàò ïî åñòåñòâåí íà÷èí êàòî àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå. Îïèñàíèåòî íà ãðóïàòà íà M�obius âúðõó
ðåàëíàòà ïðàâà è êëàñè÷åñêàòà õèïåðáîëè÷íà ãåîìåòðèÿ â ìîäåëà íà Poincar�e ñúùî ñòàâà åñòåñòâåíî ïðè
òîçè ïîäõîä. Äðóã öåíòðàëåí ðåçóëòàò â ïî-ñòàðèòå ïóáëèêàöèè å ïîëó÷àâàíåòî íà àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ
çà îáîáùåíîòî ðàçëàãàíå íà Euler â SO(3) è SO(2, 1). Ïðåäèøíèòå îïèòè ïðåäëàãàò âìåñòî åêñïëèöèòíè
ôîðìóëè, ñëîæåí àëãîðèòúì, êîéòî ïðè òîâà äàëå÷ íåâèíàãè ðàáîòè çàðàäè íåèçáåæíèòå îñîáåíîñòè íà
ãëàäêèòå èçîáðàæåíèÿ ìåæäó ïðîåêòèâíîòî ïðîñòðàíñòâî è òîðà (ïîçíàòè íà èíæåíåðèòå êàòî �gimbal
lock problem�). Â íåêîìïàêòíèÿ ñëó÷àé èìàìå è èçîòðîïíà ñèíãóëÿðíîñò, ñâúðçàíà ñúñ ñòðàííîòî ïîâå-
äåíèå íà âåêòîðèòå âúðõó ñâåòëèíèÿ êîíóñ. Èíòåðåñíî å è èçñëåäâàíåòî íà íåîáõîäèìèòå è äîñòàòú÷íè
óñëîâèÿ çà ðàçëîæèìîñò â äâàòà ñëó÷àÿ: ïðè ðîòàöèèòå òî ñå ñâåæäà äî äåôèíèòíîñò íà èçðàç, êîéòî
ìîæåì äà èíòåðïðåòèðàìå êàòî äåòåðìèíàíòà íà Gram çà ïîäâèæíàòà ñèñòåìà îò îñè, äîêàòî ïðè õèïåð-
áîëè÷íèòå âúðòåíèÿ èçîòðîïíàòà ñèíãóëÿðíîñò óñëîæíÿâà íåùàòà, íî òàì èìàìå ðàçëàãàíå íà Iwasawa.
È â äâàòà ñëó÷àÿ îáà÷å, îïòèìàëíàòà ïàðàìåòðèçàöèÿ äàâà èçâúíðåäíî åëåãàíòíè è ïðàêòè÷íè ðåøåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç (âòîðà ÷àñò)

Ìàòåðèàëúò âêëþ÷âà îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò òåîðèÿòà íà îáèêíîâåíèòå äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ, èíòåã-
ðèðàíåòî âúðõó ìíîãîîáðàçèÿ, âåêòîðíîòî ñìÿòàíå è äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ íà êðèâè è ïîâúðõ-
íèíè. Â ó÷åáíèêà å âúçïðèåò ïðàêòè÷åí ïîäõîä, ïîäõîäÿù çà ñòóäåíòè îò èíæåíåðíèòå ñïåöèàëíîñòè
- íîâèòå èäåè ñå âúâåæäàò ñ ïðèìåðè, òåîðåìèòå íåâèíàãè ñå äîêàçâàò ñòðîãî, ÷åñòî ñå ïðàâè âðúçêà
ñ ãåîìåòðè÷íàòà è ôèçè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ. Ïðè ÎÄÓ ïúðâî ñå óñâîÿâàò îñíîâíè òåõíèêè çà ðåøàâàíå
íà åëåìåíòàðíè çàäà÷è, è åäâà ñëåä òîâà ñå ôîðìóëèðà òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò è ñå
âúâåæäà ìåòîäúò íà Picard. Ïðè óðàâíåíèÿòà îò ïî-âèñîê ðåä ñå èçïîëçâà ïàðàëåëíî è ïðåäñòàâÿíåòî
ñ âåêòîðíè ÎÄÓ îò ïúðâè ðåä, ñ öåë èçãðàæäàíå íà ãåîìåòðè÷íà èíòóèöèÿ çà ñâîéñòâàòà íà ïîòîêà,
ôóíäàìåíòàëíàòà ñèñòåìà ðåøåíèÿ, ñïåêòúðà íà çàäà÷àòà è ôàçîâèÿ ïîðòðåò. Ðàçãëåäàíè ñà (â îïðîñòåí
âàðèàíò, ñ ïîâå÷å ïðèìåðè) òåìè êàòî ÷èñëåíè è èòåðàòèâíè ìåòîäè çà íàìèðàíå íà ïðèáëèæåíè ðåøå-
íèÿ, ïîëàãàíå ñ ðåä íà Taylor è ìåòîä íà Frobenius, îïåðàöèîííî ñìÿòàíå ñ òðàíñôîðìàöèÿòà íà Laplace,
ëèíåàðèçàöèÿ è êà÷åñòâåí àíàëèç, ïåðòóðáàöèè è òåîðèÿ íà õàîñà. Ïðåäëîæåíè ñà èíòåðåñíè ïðèìåðè
îò ôèçèêàòà, áèîëîãèÿòà, ïîïóëàöèîííàòà äèíàìèêà, èêîíîìèêàòà, ñ áîãàò íàáîð îò öâåòíè èëþñòðàöèè.
Ðàçäåëúò, ïîñâåòåí íà äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ, çàïî÷âà ñ âúâåæäàíåòî íà äîïèðàòåëíî íàïðàâëåíèå
è êðèâîëèíååí èíòåãðàë - êàòî èíñòðóìåíò çà ïðåñìÿòàíå íà ðàçñòîÿíèå è ðàáîòà. Ñëåäâàéêè ôèçè÷íà-
òà èíòóèöèÿ, âúâåæäàìå ïîäâèæíèÿ ðåïåð íà Cartan è èçâåæäàìå óðàâíåíèÿòà íà Frenet, îïðåäåëÿùè
êðèâèíàòà è òîðçèÿòà. Ïðè ïîâúðõíèíèòå å ñïàçåíà òàçè ïîñëåäîâàòåëíîñò: îñìèñëÿíå íà ïîíÿòèÿ êàòî
íîðìàëà, ãðàäèåíò, äîïèðàòåëíà ðàâíèíà è ëèöåâ âåêòîð (ñ ïðîñòè ïðèìåðè), ñëåä òîâà íàìèðàíå íà
ëèöà è ïîòîöè, è åäâà òîãàâà äåôèíèðàíå íà ãàóñîâà è ñðåäíà êðèâèíà. Òåîðåìèòå íà Green, Stokes è
Gauss ñà âúâåäåíè ñ äèôåðåíöèàëíè ôîðìè, êàêòî å íàé-åñòåñòâåíî, à ñëåä òîâà ñà èíòåðïðåòèðàíè ñ
∇-ôîðìàëèçìà. Îòäåëåíî å íóæíîòî âíèìàíèå íà ñòàíäàðòíèòå êîîðäèíàòíè ñìåíè è òåõíèòå ÿêîáèÿ-
íè. Êîìåíòèðà ñå òåîðèÿòà íà ïîòåíöèàëà è âðúçêàòà ñ òî÷íèòå ÎÄÓ, à â êðàÿ íà ó÷åáíèêà å âúâåäåí
íàêðàòêî è âàðèàöèîííèÿò ïîäõîä, ñ íÿêîëêî èíòåðåñíè ïðèìåðà: ãåîäåçè÷íè è ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè.
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