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Nasto�wi�t disertacionen trud e posveten na zadaqata za s�west-
vuvane na diza�ni v proektivni koordinatni geometrii nad kra�ni
veri�ni pr�steni. Tezi geometrii sa izvestni kato geometrii na
�elmslev. Izuqavaneto im zapoqva owe v naqaloto na XX vek ot
datski� matematik �ohanes �elmslev, no seriozen napred�k v razbi-
raneto im e napraven s rabotite na Barbilian, Klingenberg, Artman
[1, 2, 3, 29, 30]
V klasiqeskite koordinatni geometrii koordinatite na toqkite sa

elementi na pole ili t�lo. P�rvata st�pka v razgle�daneto na geo-
metrii nad pr�steni e napravena ot Korado Segre prez 1911 g. v
[49]. To� razgle�da trimerna proektivna geometri� nad pr�stena na
dualnite qisla R[ε] s ε2 = 0, kakto i nad n�koi drugi razxireni�
na R. Po tova vreme veri�ni pr�steni nad realnite qisla veqe sa
razgle�dani i v geometriite na Gr�nveld, Petersen, Wudi i Os-
kar Kla�n (vi� literaturata v [51]). Po�v�vaneto im ne e iznenad-
vawo i veqe se e sluqilo v mehanikata. V perioda 1929-1949 g. �.
�elmslev predlaga ”po-estestven pogled k�m geometri�ta”, ko�to e v
”po-toqno s�otvetstvie s fiziqeskata realnost” [19, 20, 21]. Sistema-
tiqno izsledvane na proektivni ravnini nad xirok klas asociativni
pr�steni e predprieto ot D. Barbilian (1940-1941) [3]. Poluqenata
ot nego aksiomatika e neudovletvoritelna, zawoto e otqasti s geomet-
riqna i otqasti s algebriqna priroda, otnas�wa se do koordinatni�
pr�sten.
Izsledvani�ta na Segre i �elmslev sa prod�l�eni ot Klingen-

berg [29, 30], Kla�nfeld [28], Dre�k [7, 8, 9], Dembovski [6], Kron-
ha�m [5] i drugi avtori, koito predstav�t aksiomatika za proektivni
i afinni ravnini nad pr�steni na �elmslev i opisvat osnovnite im
svo�stva. Tova sa lokalni pr�steni, udovletvor�vawi n�koi dop�l-
nitelni uslovi�.
Zadaqata za s�westvuvane, ko�to izsledvame v tozi disertacionen

trud, makar i da predstav� qisto geometriqen problem, se motivira
na�-veqe ot vr�zkata s teori� na kodiraneto. V kra� na XX vek bexe
dokazano, qe dve izvestni seme�stva neline�ni kodove – tezi na Ker-
dok i Preparata [48] – se predstav�t kato dvoiqni obrazi na kodove
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nad Z4 [43, 18]. S rabotite na A. A. Neqaev i D�e� Uud [42, 43,
44, 46, 47, 52, 53, 54, 55] be postaveno naqaloto na izsledvaneto na
line�ni kodove nad kra�ni pr�steni. Po s�woto vreme izsledvaneto
na line�ni kodove bexe sv�razano s tova na specialni mno�estva
ot toqki v geometrii na �elmslev. V rabotite na T. Honold i I.
Land�ev bexe dokazana ekvivalentnostta na line�nite kodove s p�lna
d�l�ina nad kra�ni veri�ni pr�steni i multimno�estvata ot toqki
v koordinatnite geometrii nad tezi pr�steni [22, 23, 24].
Sluqa�noto mre�ovo kodirane v�znikva ot edna rabota na R. K~oter

i F. Kxixang ot 2008 g. [31]. Neka Fq e kra�noto pole ot red q i neka
Pq(n) e mno�estvoto na vsiqki podprostranstva na Fnq – vektornoto
prostranstvo na vsiqki n-orki nad Fq. Kod ot podprostranstva Ω s
d�l�ina na paketa n nad Fq nariqame vs�ko neprazno mno�estvo ot
elementi na Pq(n). Ekvivalentno, edin kod ot podprostranstva mo�e
da se razgle�da kato mno�estvo ot podprostranstva v PG(n−1, q). Kod
Ω, v ko�to vsiqki podprostranstva sa s edna i s�wa razmernost, se
nariqa kod s posto�nna razmernost. Tak�v kod e naprimer:

Ω =

{(
1 0 0 0
0 1 1 0

)
,

(
0 1 0 0
0 0 1 1

)
,

(
0 0 1 1
1 1 0 1

)
,(

1 0 1 0
0 0 0 1

)
,

(
1 0 0 1
0 1 0 1

)}

Tova e dvoiqen kod ot podprostranstva s posto�nna razmernost 2 i
d�l�ina na paketa 4. V s�woto vreme dvumernite podprostranstva,
porodeni ot redovete na tezi matrici, mogat da se razgle�dat kato
pravi v PG(3, 2). Newo poveqe – tezi pravi obrazuvat specialna kon-
figuraci�, nareqena spred ot pravi v PG(3, 2), t.e. mno�estvo ot pravi
koeto predstavl�va razbivane na toqkovoto mno�estvo na PG(3, 2). Ta-
ka vs�ka duma na koda e prava ot PG(3, 2).



3

V Pq(n) se v�ve�da specialna metrika, nareqena rangova metrika,
ko�to zadava razsto�ni�ta me�du kodovite dumi na kod ot podpros-
transtva. Za U, V ∈ Pq(n) definirame:

dS(U, V ) = dim(U + V )− dim(U ∩ V )

= dimU + dimV − 2 dim(U ∩ V )

= 2 dim(U + V )− dimU − dimV.

Minimalnoto razsto�nie na kod ot podprostranstva se zadava qrez

dS(Ω) = min {dS(U, V )| U, V ∈ Ω, U 6= V } .

Neka predavaneto na danni se izv�rxva po t.nar. operatoren kanal
[26] qrez izpolzvaneto na kod ot podprostranstva Ω s d�l�ina na
paketa n. Neka pri izprawane na dumata U sa v�zniknali ρ iztrivani�
i t grexki kato v rezultat e poluqena dumata V . Ako 2(ρ + t) <

dS(Ω), to dekoder, rabotew po principa za dekodirane v na�-blizki�
s�sed (v smis�l na rangovata metrika), v�zstanov�va izpratenata
duma U . Za kodove v rangova metrika s�westvuvat analozi na vsiqki
klasiqeski granici kato granicata na sferiqnata opakovka, grani-
cata na Sing�lt�n, granicata na D�ons�n, granicata na Varxamov-
D�ilbert i t.n.
Kakto v klasiqeskata teori� na kodiraneto dvete osnovni posoki na

izsledvane sa:

• Konstruirane na optimalni mre�ovi kodove (naprimer s maksimalen
bro� dumi pri zadadeni drugi parametri).
• S�zdavane na algoritmi za efektivno dekodirane na zadadeni mre-
�ovi kodove.

Nasto�wi�t disertacionen trud mo�e da se razgle�da kato prinos
k�m p�rvata zadaqa. Interes�t k�m kodove ot podprostranstva se
po�v�va i predi prilo�enieto im v mre�ovoto kodirane. Zadaqata
za namirane i harakterizirane na q-analozi na klasiqeski kombina-
torni konfiguracii e znaqitelno po stara [38] (Glava 24). Teori� na
diza�nite e dobre razvita oblast, ko�to ima oqevidni vr�zki s teori�
na kodiraneto. Mnogo izvestni kombinatorni rezultati kato teo-
remite na Xperner [50] i Erd~ox-Ko-Rado [10] imat svoite q-analozi
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[15, 25, 38]. V poslednite n�kolko godini izkl�qitelno se uveliqi
bro�t na izsledvani�ta po q-analozi na diza�ni kato n�koi zadaqi se
radvaha na gol�ma popul�rnost – takava e zadaqata za s�westvuvane
na q-analozi na Wa�nerovi sistemi [4, 11, 12, 14]. Rezultatite ot
tazi disertaci� mogat da se razgle�dat i kato prinos k�m tozi kr�g
zadaqi, pri koito kra�noto pole se zamen� s kraen veri�en pr�sten.
Nasto�wi�t disertacionen trud se s�stoi ot uvod, tri glavi i

spis�k na izpolzvanata literatura.

V glava 2 sa v�vedeni osnovnite obekti, izsledvani v tozi dis-
ertacionen trud i sa formulirani n�koi ot po-va�nite rezultati,
otnas�wi se do t�h. V razdel 2.1 sa v�vedeni veri�nite pr�steni s
uslovieto tehnite ideali da obrazuvat veriga po vkl�qvane. Pred-
staveni sa primeri za n�koi va�ni klasove veri�ni pr�steni kato
pr�stenite na σ-dualnite qisla i pr�stenite na Galoa. Formuli-
rana e osnovnata harakterizacionna teorema za veri�ni pr�steni, s�-
glasno ko�to vseki veri�en pr�sten se predstav� kato faktorpr�sten
na pr�sten ot polinomi. Po-natat�k e v�vedeno kanoniqno pred-
stav�ne na elementite na proizvolen pr�sten, kakto i line�na naredba
v�rhu t�h, ko�to se izpolzva pri komp�t�rnoto predstav�ne na ele-
mentite na takiva pr�steni i v algoritmite za rabota s moduli v
glava 3. Izlo�enite definicii sa demonstrirani v�rhu primera na
pr�sten na Galoa s 16 elementa nad F4.
V razdel 2.2 sa izlo�eni n�koi fundamentalni fakti za moduli

nad kra�ni veri�ni pr�steni. Formulirana e osnovnata strukturna
teorema za moduli nad veri�ni pr�steni, ko�to e sledstvie na obwata
teorema na Krul-Xmid. Definirani sa pon�ti� kato tip na modul,
rang i svoboden rang na modul, dualen tip. Po-natat�k e izlo�en
osnovni�t kombinatoren rezultat na tozi razdel, opredel�w bro� na
podmodulite ot daden tip µ, s�d�r�awi se v�v fiksiran R-modul
ot tip λ. Tozi bro� se okazva proizvedenie na Gausovi koeficienti.
V kra� na razdel 2.2 e formulirana teorema, ko�to harakterizira
ortogonalni� modul M⊥

R na fiksiran modul RM .
V razdel 2.3 sa predstaveni n�koi va�ni definicii za proektivni

geometrii na �elmslev. Tezi geometrii se v�ve�dat po analogiqen
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naqin s klasiqeskite geometrii PG(n−1, q) kato v definici�ta kra�no-
to pole Fq se zamen� s veri�en pr�sten R. Pri zadaden svoboden modul
M = RR

n mno�estvoto ot toqki se s�stoi ot vsiqki svobodni podmod-
uli na M ot rang 1, pravi sa svobodnite podmoduli na M ot rang
2 kato incidentnost se definira qrez teoretiko-mno�estveno vkl�q-
vane. Razlikata s klasiqeski� sluqa� se s�stoi v tova, qe dve toqki
sa incidentni s pone edna prava; dve toqki, koito sa ednovremenno in-
cidentni s poveqe ot edna prava se nariqat s�sedni. Geometriite na
�elmslev mogat da se v�vedat i aksiomatiqno. Izvestno e [32, 33, 34,
35, 36], qe pri opredeleni estestveni uslovi�, te se koordinatizirat
s veri�ni pr�steni. Redica rezultati za klasiqeski geometrii nad
kra�ni poleta imat svoi analozi za geometrii na �elmslev [39, 40]. V
tazi rabota se razgle�dat samo koordinatni geometrii na �elmslev.
Relaci�ta na s�sedstvo mo�e da se prod�l�i v�rhu pravi i v�obwe

v�rhu podprostranstva ot proizvolen tip. T� se okazva relaci� na ek-
vivalentnost v�rhu podprostranstvata ot edin i s�wi tip. Klasovete
na ekvivalentnost se okazvat dobre strukturirani. Te mogat da b�dat
vlo�eni v geometrii na �elmslev nad veri�ni pr�steni s po-nis�k
indeks na nilpotentnost. Tozi va�en strukturen rezultat e formuli-
ran v razdel 2.3.

Originalnite prinosi na disertacionni� trud se s�d�r�at v glavi
3 i 4.
Glava 3 e posvetena na namiraneto na standartna forma na matrica

nad veri�en pr�sten R. Tozi v�pros e ot gol�ma praktiqeska va�nost
poradi neobhodimostta ot efektiven naqin za predstav�ne na podmodu-
lite na RR

n i operaciite s t�h v komp�t�rni presm�tani�. Kazvame,
qe matricata A = (aij)k×n, aij ∈ R, radR = Rθ e v standartna forma,
ako sa izp�lneni uslovi�ta:

(1) aiji = θm−ti , ti ∈ {0, . . . ,m};
(2) ais = θm−ti+1β, β ∈ R, za vs�ko s < ji;
(3) ais = θm−tiβ, β ∈ R, za vs�ko s > ji;
(4) asji ≺ aiji za vs�ko s 6= i (tuk ≺ e leksikografskata naredba, v�vedena

v razdel 2.1);
(5) j1 < j2 < j3 < . . ..
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Osnovni�t rezultat tuk se s�d�r�a v slednata teorema:
Teorema 3.3. Za vseki R-modul RM ≤ RR

n s�westvuva edinstvena
matrica v standartna forma, qiito redove go pora�dat.
Do kra� na glavata sa opisani algoritmi za rabota s moduli. Te
vkl�qvat:

(A) Prive�dane na matrica v standartna forma;
(B) namirane na matrica, pora�dawa obedinenieto na dva zadadeni
modula;
(C) proverka dali daden modil U e podmodul na drug modul V .

Sled tova formulirame rezultat, s ko�to se poluqava ortogonal-
ni� modul M⊥

R na daden modul RM , poroden ot redovete na matrica v
standartna forma. Ortogonalni�t modul se pora�da ot redovete na
matrica nad R, ko�to e zadadena eksplicitno.
Teorema 21. Neka RM e podmodul na RR

n, poroden ot redovete na
matricata A, ko�to ima vida

Ik0 A01 A02 . . . A0,m−1 A0,m

0 θIk1 θA12 . . . θA1,m−1 θA1,m

0 0 θ2Ik2 . . . θ2A2,m−1 θ2A2,m
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . θm−1Ikm−1 θm−1Am−1,m

 .

Togava, M⊥
R se pora�da ot matricata

B =



B0,m B1,m B2,m · · · Bm−2,m Bm−1,m Ikm
B0,m−1θ B1,m−1θ B2,m−1θ · · · Bm−2,m−1θ Ikm−1θ 0
B0,m−2θ

2 B1,m−2θ
2 B2,m−2θ

2 · · · Ikm−2θ
2 0 0

...
...

... . . . ...
...

...
B02θ

m−2 B12θ
m−2 Ik2θ

m−2 · · · 0 0 0
B01θ

m−1 Ik1θ
m−1 0 · · · 0 0 0

 ,

k�deto km = n− k0 − . . .− km− i

Bij = −(Aij −
∑

1<k<j+1

AikAk,j+1+∑
i<k<l<j+1

AikAklAl,j+1 − · · ·+ (−1)j−i+1Ai,i+1Ai+1,i+2 . . . Aj,j+1)
T .
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Po-natat�k sa predstaveni i algoritmi za:

(D) namirane na ortogonalni� modul M⊥
R na daden modul RM ;

(E) algorit�m za namirane na seqenieto na dva modula RM i RN ;
(F) pora�dane na vsiqki podmoduli ot fiksiran tip na daden modul
RM .

Glava 4 e posvetena na namiraneto na neobhodimi i dostat�qni
uslovi� za s�westvuvane na spredove v proektivni geometrii na �elm-
slev. V razdel 4.1 sa v�vedeni R-analozi (analozi nad veri�ni pr�-
steni R) za razliqni tipove diza�ni. Na�-napred e definiran Gras-
manian�t GR(n, κ) kato mno�estvoto na vsiqki levi podmoduli na RR

n

ot tip κ, k�deto κ = (k1, . . . , kn), m ≥ k1 ≥ . . . ≥ kn ≥ 0. Demon-
strirana e vr�zkata me�du R-pokrivawite diza�ni i Turanovite R-
diza�ni (Teorema 4.4). Namereno e neobhodimo i dostat�qno uslovie
za s�westvuvane na τ-(n, κ, l) diza�ni – analozi na klasiqeskite t-
(v, k, λ) diza�ni. Geometriqnite spredove sa specialen sluqa� na τ-
diza�ni s τ = (m, 0, . . . , 0).
V razdel 4.2 se izsledva v�pros�t za namirane na neobhodimi i

dostat�qni uslovi� za s�westvuvane na spredove v proektivni ge-
ometrii na �elmslev. V klasiqeski� sluqa� na spredove ot r-merni
podprostranstva v PG(n, q) kombinatornoto neobhodimo uslovie – bro�t
na toqkite v r-merno podprostranstvo da deli bro� na vsiqki toqki
v PG(n, q) – se okazva i dostat�qno. V sluqa� na veri�ni pr�steni
situaci�ta e po-slo�na. Izvestno e, qe v klasiqeski� sluqa� na spre-
dove ot svobodni podmoduli kombinatornoto neobhodimo uslovie se
okazva i dostat�qno. Osnovnite rezultati ot tozi razdel se s�d�r�at
v teoremi 4.10–4.12, koito formulirame po-dolu.

Teorema 4.10Neka R e veri�en pr�sten s d�l�ina m. Ako s�westvuva
λ-spred PHG(RR

n), k�deto λ = (λ1, . . . , λn), λ1 ≥ . . . ≥ λn > 0, to togava
s�westvuva i µ-spred v geometri�ta PHG(R̃R̃

n), R̃ = R/(radR)m−λn, za
ko�to

µ = (λ1 − λn, λ2 − λn, . . . , λn−1 − λn, 0).
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Neka otnovo R e fiksiran veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm,
R/ radR ∼= Fq. Neka osven tova q = pr i charR = ps. Da zapixem m

v�v vida m = (s − 1)l + t. Pr�sten�t R mo�e da se predstavi kato
(Teorema 2.2)

R = S[X;σ]/(g(X), ps−1X t),

k�deto S = GR(qs, ps) i σ e avtomorfiz�m na S. �sno e, qe S/ radS ∼=
Fq. Definirame razxirenie na Galoa T = S[Y ]/(f(Y )) za pr�stena
S, k�deto f e bazovo nerazlo�im polinom nad S ot stepen h. Sega
definirame pr�stena

Q = T [X;σ]/(g(X), ps−1X t).

Teorema 4.11 Neka R e veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm, R/ radR ∼=
Fq. Neka po-natat�k Q e razxirenieto na R, definirano po-gore. Neka
n = hl i da dopusnem, qe s�westvuva λ-spred v PHG(QQ

l), za ko�to

λ = (λ1, λ2, . . . , λl), m = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λl ≥ 0.

Togava s�westvuva µ-spred v PHG(RR
n), k�deto

µ = (λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
h

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
h

, . . . , λl, . . . , λl︸ ︷︷ ︸
h

).

Teorema 4.12 Neka R e proizvolen veri�en pr�sten, za ko�to |R| = qm,
R/ radR ∼= Fq, i neka n e estestveno qislo. Za vseki delitel h na n i
za vseki tip λ ot vida

λ = mh(m− 1)am−1h(m− 2)am−2h . . . 1a1h,

k�deto ai ≥ 0 i 1 +a1 + . . .+am−1 =
n

h
, s�westvuva λ-spred v PHG(RR

n).

Interesen e v�pros�t dali s�westvuvat spredove ot podmoduli ot
tipove, koito sa razliqni ot tezi, opisani v teoremi 4.10–4.12. V
razdel 4.3 sa namereni tipove na podmoduli, za koito kombinatornoto
neobhodimo uslovie e izp�lneno, no v�preki tova spredove ne s�west-
vuvat. Tova e s�d�r�anieto na Teorema 4.13.
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Nauqni prinosi

Osnovnite nauqni prinosi v nasto�wi� disertacionen trud po pre-
cenka na avtora sa slednite:

(1) Namerena e standartna forma za matrici nad kraen veri�en pr�-
sten R s�s svo�stvoto, qe za vseki kra�no poroden modul RM s�-
westvuva edinstvena matrica v standartna forma, qi�to redove
pora�dat RM .

(2) Za daden desen modul RM , poroden ot matrica v standartna forma,
e namerena matrica v standartna forma, qi�to redove pora�dat
ortogonalni� modul M⊥

R .
(3) Predstaveni sa algoritmi za rabota s moduli: namirane na ma-

trica v standartna forma, pora�dawa daden modul, poluqavane
na modul, poroden ot dadeni podmoduli, algorit�m za proverka
na prinadle�nost k�m modul, generirane na ortogonalni� modul,
namirane na seqenie na dva modula, generirane na vsiqki podmo-
duli ot fiksiran tip za daden modul.

(4) Dokazani sa dostat�qni uslovi� za s�westvuvane na spredove ot
nesvobodni podmoduli.

(5) Konstruirani sa primeri na tipove λ, za koito kombinatornoto
neobhodimo uslovie za s�westvuvane ne e dostat�qno.
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